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RESUMEN 
 En este trabajo de tesis, hemos abordado el problema general 

relacionado con la formulación de modelos, métodos y estrategias de solución 

de sistemas de N - cuerpos en espectroscopia del estado sólido.  Para estos 

efectos, hemos seleccionado esencialmente los sistemas  y 

, los cuales pertenecen al grupo espacial 

62 NaDyClCs

3
662 : −HoClNaGdClCs ( )53 hOmFm .  Para 

estos sistemas y otros relacionados, disponemos de una masa de datos 

experimentales de calidad (alta resolución y reproducibilidad), no obstante, 

necesariamente incompleta.  El material trabajado en el transcurso de esta 

tesis, responde a un barrido amplio tanto en la caracterización e identificación 

estructural de los materiales como también en las bases teóricas de modelos 

generalizados de intensidades espectrales.  

 La experiencia previa en estos sistemas, sugiere la necesidad de 

incorporar en forma explícita las interacciones de corto, mediano y largo 

alcance en la matriz dinámica ( )kD
r

, lo cual supone un arduo trabajo en la 

puesta a punto de potenciales, del tipo Born – Mayer - Buckingham y en la 

modelación y descripción de los modos normales para el cristal.  Nuestro 

análisis comprende un estudio y trabajo crítico en potenciales de interacción 

para cristales iónicos, aspectos formales de la interacción radiación - materia, 

teoría y espectroscopia molecular, modos normales de vibración para un cristal 

del tipo elpasolita y finalmente estudios acuciosos de intensidades espectrales, 

en sistemas particularmente complejos.  Hemos seleccionado transiciones 

electrónicas, las cuales no son puras y corresponden a superposiciones de dos 

o más de ellas, con una estructura vibrónica complicada cercana a los orígenes 

del tipo dipolo magnético.  Nuestro estudio concluye con una serie de 

propuestas científicas, a nuestro entender relevantes, en diversos aspectos 

tanto en termodinámica de cristales del tipo elpasolitas, criterios para la 

obtención de la matriz de energía potencial, con un análisis riguroso de las 

condiciones de borde tanto físicas como matemáticas, concluyendo con 

cálculos de alta complejidad y sugerencias mecanísticas para la comprensión y 

racionalización de las intensidades espectrales observadas.  Se señalan 

estrategias a seguir para acomodar estos procesos complejos, en un modelo 

físico - matemático razonable para estos sistemas.    



 

 

 

 

CAPITULO I 

 

INTRODUCCION 

 

 

 

 

 

 

 

 



I.1- PALABRAS PRELIMINARES 

 

 Existe un conjunto de materiales con propiedades luminiscentes 

importantes, base de nuevos dispositivos de luminosidad, en particular nos 

referimos a familias de cristales constituidos por iones lantánidos y 

subsistemas  de origen y naturaleza  fosforados.  Este trabajo de tesis, está 

diseñado para avanzar nuestro conocimiento en la comprensión de fenómenos 

ópticos, los cuales son abordados utilizando técnicas en óptica lineal 

(electrónico, infrarrojo y vibracional) y no lineal (espectroscopía Raman y 

espectroscopía de dos fotones en experimentos de uno y de dos colores).   Se 

trata de un área de las Ciencias, particularmente importante por su interés 

tanto académico como en el área de las aplicaciones tecnológicas.  En 

consideración a estos antecedentes y a la exigencia intelectual inherente a 

problemas en óptica lineal y no lineal en materia condensada, se ha decidido 

dar un paso más hacia la comprensión de estos fenómenos de decaimiento 

radiativo y no radiativo, en sistemas para los cuales existe una masa 

interesante (aunque insuficiente) de datos experimentales de alta  precisión y 

reproducibilidad. 

Se desea abordar esta temática, generalizando los modelos y los 

métodos de cálculo, intentando seleccionar sistemas con propiedades 
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luminiscentes importantes. Por razones prácticas, este trabajo, será 

debidamente acotado, sin que esto signifique pérdida de rigurosidad como 

tampoco de generalidad. Los sistemas en particular escogidos para este 

estudio son del tipo , con iones lantánidos trivalentes 62 NaLnClCs ( )3+Ln , tales 

como: ( )93+ ( )103+

+

3− +

3−

fDy  y fHo , en sitios de simetría esencialmente octaédricos, 

hexa-coordinados con iones cloruros y con contraiones del tipo Cs  

(tetraédricos con respecto a los clusters  ) y  (octaédricos con 

respecto a los clusters  ). 

6LnCl Na

6LnCl

Desde un punto de vista experimental, la síntesis y caracterización 

estructural de estas elpasolitas ha sido reportada  en diversos trabajos [1, 2 ,3]. 

A nivel experimental, y con relación a las elpasolitas cloradas de ( )93+ fDy  y de 

( )103+ fHo , hemos informado la síntesis de estas estructuras cristalinas. Estos 

procesos han sido llevados a cabo por medio de una reacción de estado sólido, 

obteniendo las  temperaturas óptimas de cristalización para estas muestras 

policristalinas [1, 4, 5].  

El análisis estructural de estas muestras, se realizó por medio de 

técnicas de difracción de rayos X y de neutrones. De igual forma, se cuenta 

con perfiles de Rietveld de los cuales con el empleo de métodos y algoritmos 

conocidos, se procedió a la obtención de una masa de datos estructurales de 

alta precisión y reproducibilidad.   
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Adicionalmente para estos sistemas, existe en la literatura información 

espectroscópica de alta resolución, para diversos sistemas de interés en 

espectroscopía del sólido [6 - 9].  Para los cristales (a)  y  

(b)  se dispone de espectros de absorción, en el rango de 

temperaturas entre 5-300 K.  Como resultado de estos esfuerzos 

experimentales, es posible mencionar que para  el sistema de 

−3

NaDyClCs

662 : DyClNaGdClCs

62

( )93+

NaHoClCs

+3 +3 1−

1−

3−

fDy , se 

dispone de un conjunto de 40 niveles de energías, asignados e identificados 

con una precisión razonable.  La situación es, en principio, más auspiciosa 

para el sistema , para el cual disponemos de un conjunto de 61 

niveles de energía de alta precisión [10 - 15].  Las desviaciones cuadráticas 

medias  reportadas para las elpasolitas de  y  del orden de  

y  respectivamente [16].  

62

Dy Ho 60,14 cm

20,13 cm

El interés y motivación de este trabajo de investigación, se fundamenta, 

básicamente en la racionalización de las intensidades espectrales observadas 

para estos sistemas, cuyos espectros de luminiscencia están dominados por un 

número muy significativo de transiciones vibrónicas.   

Estas excitaciones se observan en las tres zonas principales: (a) baja 

energía (fonones), (b) energía intermedia (acoplamiento ión – fonón) y (c) alta 

energía (excitaciones del ión complejo; ).  A la fecha de este trabajo de 

investigación, es posible anticipar que lo realizado ha estado dominado por el 

6LnCl
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estudio de la zona de alta energía, por cuanto los picos espectrales más 

intensos corresponden a excitaciones electrónicas asociadas al cluster , 

permitidas por un mecanismo vibrónico (con la participación explícita de los 

modos normales de vibración impares del ión complejo).   

3−
6LnCl

 Diversas manifestaciones experimentales y desviaciones del 

comportamiento espectral esperado nos conducen a una reformulación de los 

modelos y métodos de cálculo [17 - 20], siendo necesario la introducción de 

una variedad de términos de acoplamiento [21 - 29], provenientes básicamente 

de la zona de energías intermedias., es decir, resultantes del acoplamiento ión-

fonón.   

Estamos enfrentados a una etapa superior de esfuerzo y rigor, siendo el 

objetivo maestro la racionalización de fenómenos físicos en diversas áreas de 

interés en espectroscopia del estado sólido y sus diversas manifestaciones, 

experimentales y teóricas.  

Adicionalmente es del caso mencionar que nuestra proyección 

contempla en forma natural, actividades temáticas y protocolos regulares y 

expeditos para sentar las bases hacia una colaboración científico-tecnológica, 

cuyos objetivos potenciales sean la fabricación y ensayo de nuevos materiales 

(interés básico y aplicado), introducción de nuevos modelos físicos y nuevos 

desarrollos en esquemas de cálculo.   
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Resulta interesante avanzar en el estudio formal de sistemas variados 

del tipo: , ,  y , donde  son 

lantánidos (estado de oxidación +3), 

62 ZBBM ' ' ' '

1+

612 ZBBM XX − 662 : ZBBZM 3BX , BB

M  es un metal alcalino, 1−Z  es un ión 

halogenuro y 1−X  corresponde a un ligando bi-dentado de origen orgánico-

fosforado.  

En el transcurso de este trabajo, se realizarán cálculos explícitos, 

incluyendo interacciones de corto y de largo alcance para sistemas del tipo 

elpasolitas estequiométricas, tales como: , donde 

.   Durante el transcurso de la investigación y a propósito de 

la construcción de la matriz dinámica 

62 NaLnClCs

+++ 333 = , HoDyLn

( )kD

71≤≤ Z

NaLnFCs KLnF NaLnF

NaLnClCs NaLnBr

, las interacciones de largo alcance 

fueron consideradas como la suma de tres contribuciones: Born, Van der 

Waals y Coulómbicas. Con estos datos se realizó un barrido por familias de 

elpasolitas con ligandos del tipo Fluoruro, Cloruro y Bromuro y con lantánidos 

caracterizados por valores del número atómico en el rango 57 .  Las 

familias estudiadas son: (a) , (b) Cs , (c) ,           

(d)  y  (e) Cs .  Motivados por los resultados obtenidos, se 

procedió al cálculo de las energías reticulares asociadas a estos sistemas.  

Adicionalmente, a partir de valores de energía de disociación, potenciales de 

ionización, electro-afinidades y los valores calculados de energías reticulares, 

se procedió a establecer un ciclo termoquímico del tipo Born-Haber y al cálculo 

62 62 62Rb

62 62
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de los calores de formación para estos sistemas cristalinos.  Los valores 

obtenidos, en nuestra mejor comprensión del tema y conocimiento no han sido 

reportados, lo cual constituye un aporte de importancia relativa interesante en 

este trabajo.  

Una próxima etapa  consiste en la introducción de las interacciones de 

corto alcance.  La experiencia previa en este grupo de investigación, estuvo 

focalizada en el sistema cristalino Cs  [24], el cual pertenece al grupo 

espacial 

62UBr

( )53 hOmFm .  Para este sistema, la elección más apropiada de campo 

de fuerzas vibracional, compatible con la masa disponible de datos 

experimentales, correspondió a un campo mixto del tipo MUBFF-MVFF 

(Modified Urey-Bradley y Modified Valence Force Fields).  Estos desarrollos, 

tanto a nivel de formulación de modelos como de estrategias de cálculo, 

precisa de una generalización de envergadura para el caso de cristales 

estequiométricos del tipo elpasolitas.   Esta tarea, nos permitirá indagar en los 

complejos mecanismos de decaimiento radiativo, asociados a emisiones desde 

estados excitados al fundamental y proponer cascadas de decaimiento, de 

manera de dar una interpretación física a aspectos mecanísticos.  Se trata, en 

consecuencia, de avanzar en los factores electrónicos y vibracionales, cuyo 

módulo al cuadrado determina las velocidades de decaimiento.   
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Al respecto, resulta vital modelar campos de fuerzas vibracionales, lo 

suficientemente flexibles y generales, capaces de considerar en forma explícita 

interacciones mixtas de corto alcance (en la primera, segunda y tercera esfera 

de coordinación) con una consideración explícita al estado electrónico en 

cuestión.  Para estos efectos, es preciso ser cuidadoso en el nivel de 

aproximación a ser introducido por cuanto, consideraremos excitaciones 

electrónicas entre estados separados por una diferencia energética importante.  

Resulta directo, aseverar que esta tarea no es trivial y es preciso tener en 

cuenta, el efecto Duschinky, el cual puede ser detectado comparando los 

espectros de absorción y de emisión del cristal  y experimentalmente sabemos 

que cuando la imagen especular entre estos dos espectros se pierde, entonces 

este efecto es operativo.  Duschinsky (1937) sugirió que sí existen dos o más 

coordenadas normales de igual simetría y referidas al estado fundamental 

(caracterizadas por las frecuencias: ,...., 21 ). νν

En estas condiciones, las coordenadas normales del estado excitado 

corresponderán a rotaciones y translaciones de las correspondientes al estado 

basal y en la práctica observaremos frecuencias del estado excitado 

correspondientes a “mezclas”, todo lo cual complica las asignaciones de los 

diversos picos espectrales.   A nivel de las interacciones de largo alcance, 

deseamos establecer un nuevo criterio de convergencia para las sumas 

cristalinas en el espacio directo y recíproco, de modo de preservar la electro-
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neutralidad de los cristales en estudio.  En síntesis, podemos resumir las ideas 

anteriores de la forma que se indica: 

Se trata en consecuencia de avanzar en la comprensión de los 

mecanismos de intensidades para procesos radiativos, en absorción y en 

emisión para las elpasolitas estequiométricas , donde 

.   De igual forma, revisar algunos objetivos específicos como 

los que se mencionan a continuación:  (a) Cálculos en dinámica de cristales y 

diagonalización de la matriz dinámica, con inclusión de un campo de fuerzas 

vibracional mixto (Urey-Bradley y Valencial Generalizado) y de las 

interacciones de largo alcance,  y (b) Generalización de los modelos de cálculo, 

introduciendo en la diagonalización de la matriz de energías para el cúmulo: 

( ), configuraciones excitadas del ión lantánido. 

62 NaLnClCs

+++ 333

3− +++ 333

= , HoDyLn

6LnCl = , HoDyLn

 La metodología a ser utilizada en el transcurso de esta tesis de grado es 

la que se esboza a continuación;  desde un punto de vista teórico, será 

necesario proponer modelos físicos generales y lo suficientemente flexibles, 

capaces de acomodar una serie de correcciones relativistas, intrínsecas a los 

sistemas en estudio.  Adicionalmente, se sugerirá modificaciones importantes 

para la descripción de las interacciones de corto y de largo alcance, todo lo 

cual supone la disponibilidad de un conjunto bastante completo de datos 

experimentales, provenientes de técnicas espectroscópicas (electrónica, 
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vibracional, Raman, absorción de dos fotones y de análisis estructural).   En 

esta área de Ciencia de los Materiales, existe una gran potencialidad, lo cual 

en el pasado reciente  ha permitido llevar a cabo un seguimiento acucioso, de 

los diversos parámetros multipropósitos de control y de evaluación, en una 

área importante del conocimiento la cual dice relación con la obtención de 

nuevas rutas de síntesis, caracterización estructural y espectroscópica de estos 

nuevos materiales.  Adicionalmente, y por razones de completitud se debe 

mencionar, el trabajo a ser realizado de modo de monitorear los procesos de 

síntesis y de caracterización estructural de estos materiales, para lo cual 

hemos realizado un conjunto significativo de esfuerzos en técnicas, tales como: 

análisis térmico diferencial (DTA/TGA), difracción de rayos X y difracción de 

neutrones, scaterring difuso de neutrones. 

 El esquema de trabajo y estrategia seguida, en el desarrollo de esta 

tesis es el que se esboza a continuación: 

(a) técnicas de diseño de tratamientos térmicos: análisis térmico diferencial y 

termogravimétrico. 

(b) preparación y caracterización de nuevos materiales del tipo: , 

donde .    

62 NaLnClCs

+++ 333 = , HoDyLn

(c) espectroscopia de materiales: IR, Raman y Luminiscencia.   
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(d) estudios de formas de líneas, intensidades y aspectos mecanísticos. 

(e) efecto de la presión y de la concentración sobre los espectros de estos 

materiales, medidos en distintas condiciones de operación. 

 Algunas de estas tareas han sido realizadas exhaustivamente y otras, no 

obstante importantes, serán motivo de estudios posteriores, muy en particular 

lo referido al efecto de la concentración y de la presión.  Esta área de la física 

de altas presiones, es muy motivadora y esfuerzos en este sentido se están 

haciendo en el grupo de investigación en el cual se inserta este trabajo de 

tesis. 

 Algunos resultados esperados son los siguientes:  

 

 Desde un punto de vista teórico, hemos logrado ciertos avances en 

temas diversos, entre los cuales podemos mencionar los siguientes:  

(a) Análisis cuidadoso de las asignaciones espectrales realizadas por diversos 

autores y optimización de la elección de los datos, en conformidad con un 

criterio simple de reproducibilidad de éstos. Asignaciones alternativas y 

discusión de éstas en función de modelos teóricos a ser desarrollados e 

implementados para estos efectos, en etapas posteriores del proyecto. 
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(b) Elección de los sistemas óptimos para el trabajo, básicamente en los casos 

de sistemas cristalinos cúbicos o ligeramente distorsionados.  Modelación del 

hamiltoniano electrónico relativista, con inclusión de parámetros radiales, a ser 

ajustados de la base de datos experimentales. 

(c) Técnicas de optimización (minimización de la desviación cuadrática media) 

y diagonalización de las matrices de energías, por especie de simetría para 

cada uno de los sistemas en estudio. Uso intensivo de las técnicas de tensores 

irreductibles y álgebras de Lie, para la clasificación inequívoca de los estados 

permitidos. 

(d) Modelación de las interacciones de corto y de largo alcance.  Construcción 

de la Matriz Dinámica. 

(e) Evaluación de los elementos de matriz reducidos, en sistemas acoplados y 

relativistas, en función de parámetros a ser determinados por métodos semi-

empíricos. 

(f) Estudio acucioso del acoplamiento entre las vibraciones internas y las 

externas en sistemas cristalinos cúbicos y complejos.  Zona de interacción ión-

fonón e implicancias en el rol jugado por los modos normales promotores y 

aceptores correspondiente a los factores electrónicos y vibracionales, que 

determina los valores de las probabilidades en absorción y en emisión por 

unidad de tiempo y de volumen. 
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(g) Interacciones del tipo Pseudo Jahn - Teller, en el caso de niveles 

energéticos no degenerados,  cercanos energéticamente y de igual simetría.  

Efectos en los espectros y análisis de estos acoplamientos. 
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CAPITULO II 

 

Potenciales de interacción en cristales iónicos. 

Aplicaciones en termodinámica de elpasolitas estequiométricas. 
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II.1 - Introducción. 

Para cristales iónicos, la energía de cohesión puede ser estimada 

sumando las energías, derivadas de las interacciones de largo alcance (C), 

energías del tipo Madelung.  Este potencial de origen y naturaleza coulómbica 

depende básicamente del arreglo geométrico de las cargas electrostáticas y de 

las distancias relativas entre éstas.  Otros modelos existentes contemplan 

términos adicionales originando modelos de cálculo físicamente razonables, con 

la inclusión explícita de términos del tipo Born-Mayer (B-M) y van der Waals 

(VdW).  De esta forma, en el caso de elpasolitas estequiométricas 

demostraremos que el cuociente ( )= )13/1(:)6/1(:)1/1:: − VdWMBC , 

mostrando la necesidad de incorporar términos adicionales y distintos al 

Coulómbico, sí se desea calcular valores para las energía reticulares y calores 

de formación.   

Con relación al potencial de campo cristalino, el cual es relevante al 

momento de estudiar la ruptura de la degeneración orbital accidental de las 

auto-funciones del hamiltoniano electrónico para ( )dl 2=  y , es posible 

utilizando argumentos simples de simetría y de paridad encontrar las 

combinaciones adecuadas de armónicas esféricas, debidamente ponderadas 

por valores de esperanza de la potencia k-ésima de r (módulo del vector relativo 

entre las distancias de los electrones y del núcleo).  En principio, podríamos 

incluir estos términos en la partición y estimar en forma más acuciosa las 

( )fl 3=
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energías mencionadas en el párrafo anterior [1, 2].    Es relevante, en este 

punto de la discusión mencionar que un modelo más representativo debe 

necesariamente incorporar correcciones del tipo relativista.  Este y otros temas 

relacionados con esquemas de cálculo más sofisticados no serán incorporados 

en los cálculos que desarrollaremos a lo largo de este Capítulo. Trabajaremos, 

en consecuencia con aquellos términos más representativos desde un punto de 

vista de la termodinámica clásica.  En la sección a ser desarrollada, 

procederemos a particionar la función de hamilton en tres términos y 

procederemos a ilustrar la estrategia y los criterios de convergencias utilizados 

en cada uno de los casos.  En función de estos cálculos, obtenemos valores de 

energías reticulares para familias variadas de elpasolitas y posteriormente, 

empleando un  ciclo termoquímico del tipo Born-Haber, realizamos predicciones 

con relación a calores de formación. 

 

II.2  Obtención de la Constante de Madelung 

II.2.1   Potencial Coulómbico y Constantes de Madelung para 

cristales binarios. 

Consideremos el esquema de cálculo para el potencial de largo alcance 

en el caso de un cristal iónico, bajo el supuesto básico que estamos trabajando 
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con cargas puntuales y que las interacciones entre estas cargas son de origen y 

naturaleza coulómbica. El potencial es de la forma: 

∑∑
<<

==
ji ij

ji

ji
ij

zzeVV
ρπε0

2

4              (2.1) 

donde, y  corresponden a las cargas asociadas a los iones i-ésimo y j-

ésimo.  De igual forma, 

iz jz

jiρ , corresponde a la distancia relativa entre estos 

iones y ε , se refiere a la permitividad en el vacío.  Una expresión general, para 

el potencial coulómbico de un cristal binario, es de la forma:   

0

∑
<

−+=
ji ji

c rR
zzeV 1

4 0

2

πε        (2.2) 

En la expresión anterior, R representa una suerte de distancia de 

referencia, respecto a la cual se evalúa la sumatoria a lo largo de las tres 

direcciones de polarización.  Se trata de una constante con dimensiones de 

distancia, de forma tal que , resulta ser adimensional y es homologado con 

las coordenadas reducidas en el cristal.  De este modo se cumple que 

jir

rR ijij ρ= .  

Adicionalmente, el término A =∑
< ji jir

1  , representa la suma de la serie de 

términos en tres dimensiones, de todas las interacciones posibles de los iones 

involucrados, excluyendo la interacción del ión consigo mismo.    
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La expresión anterior es válida para cristales cuya fórmula empírica es 

del tipo .   La sumatoria a lo largo de las tres direcciones de polarización 

de los recíprocos de los vectores reticulares es conocida como constante de 

Madelung.  En su cálculo se utiliza un valor tal de R, correspondiente a la 

distancia más pequeña entre el catión y el anión en el cristal.   Existen otras 

posibilidades, tales como el de emplear el parámetro de red de un cristal como 

unidad de distancia.  Este camino, conduce a un valor distinto para la constante 

de Madelung, lo cual significaría redefinir los parámetros reticulares  [3].    En 

definitiva, el criterio debe ser que, con independencia del método utilizado, el 

valor de la energía reticular debe ser invariante, cuestión que siempre se 

cumple en todos los cálculos teóricos realizados.  

( )sAB

r ji

Introduzcamos una  generalización de la constante de Madelung, de la 

sección anterior, válida para cualquier cristal.  

'
44 0

2

0

2

A
R

e
r
zz

R
eV

ji ij

ji
c πε

−=
πε

= ∑
<

         (2.3) 

expresión en la cual: A´ = -∑
< ji ij

ji

r
zz

.    La identidad anterior, es válida para 

cualquier cristal iónico y será empleada en cálculos en sistemas complejos del 

tipo elpasolitas estequiométricas de la forma: .  62 BLnXA
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II.2.2 Cristal mono dimensional. 

A modo ilustrativo consideremos una situación correspondiente a un 

cristal del tipo AB, a lo largo de un eje de coordenadas Cartesiano.  El objetivo 

de este ejemplo, es ilustrar la metodología de cálculo para la constante de 

Madelung, situación que en este caso nos conduce a un cálculo exacto, ver 

fig.1.  Se trata de una cadena lineal de dimensión infinita con un arreglo 

alternado de cargas positivas y negativas.  En este ejemplo, R se refiere a la 

distancia óptima entre un catión y un anión a lo largo de la cadena.  

Figura 1: Cristal en una dimensión. 

Es directo, encontrar la contribución coulómbica a la energía reticular, la 

cual adopta la forma:   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −+ K

4
1

3
1

2
1

1
1

4
2

0

2

R
zzeVc πε  

Las sumas reticulares, con respecto del átomo de referencia son 

exactamente iguales a la izquierda y a la derecha de éste, lo cual justifica la 

aparición del factor “2”.  La constante A adopta la forma:  
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38629,1
4
1

3
1

2
112 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−= KA  

donde, hemos utilizado la propiedad:  ( ) K+−+−=+
432

1ln
432 xxxxx  ,  

 

II.2.3  Cristal binario: NaCl (s). 

Para el cristal halita, NaCl (ver fig.2), la serie para la constante de 

Madelung  que  describe este cristal, donde R corresponde a la distancia menor 

, se obtiene la expresión:  −+ −ClNa

0
0

2

4
AN

R
eVc πε

−=          (2.4)

 En la expresión anterior, A es la constante de Madelung y  es el 

número de Avogadro.  En este sentido, la expresión anterior corresponde a la 

contribución coulómbica a la energía de cohesión en unidades de energía / mol.   

0N
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Figura 2: Cristal de NaCl.  

  

(Figura generada con ayuda del software Crystalline Solids) 

Dada la estructura del cristal de NaCl, es directo encontrar la constante 

de Madelung, de acuerdo a la expresión que se indica a continuación:  

74756.1
6

24
5

24
4

6
3

8
2

12
1
6

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+−+−= KA  

 Los datos experimentales de difracción de rayos X (DRX), nos indican 

que la distancia  es ,  y el valor de la energía de cohesión 

es [1]: 

−+ −ClNa
0

798,2 AR =

mol
kJEcoulomb 868−=  
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Existen algunas limitaciones al llevar a cabo sumas sobre cristales en los 

cuales se observa una alternancia de signos para las cargas.  Este problema 

aparece para cristales distintos a la halita (NaCl).  Un buen ejemplo es el 

correspondiente al cristal de Cloruro de Cesio (CsCl), en el cual el método 

utilizado para NaCl simplemente colapsa. Cálculos realizados en nuestro 

laboratorio, siguiendo la metodología empleada para la halita nos conducen a 

un valor erróneo del orden de 0.4 para el Cloruro de Cesio, no obstante el valor 

aceptado es 1,76267.  En otras situaciones, la estrategia elegida para realizar 

las sumatorias sobre los cationes y aniones puede llegar a ser muy relevante, 

no excluyéndose la posibilidad de divergencias. Otro inconveniente, que hemos 

observado dice relación con el hecho que las sumatorias pueden converger 

muy lentamente, produciendo un costo computacional mayor, el cual puede ser 

evitado.   

 

II.2.4  Breve reseña histórica de métodos empleados para evaluar 

las Constantes de Madelung. 

Madelung, propuso un modelo para la determinación de la constante que 

lleva su nombre [4].  Adoptó como estrategia, el representar un cristal utilizando 

un arreglo periódico de cargas alternadas en dos o tres dimensiones, de 
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dimensión infinita. Otros métodos han sido desarrollados en la literatura, de los 

cuales, los más relevantes son los que se indican a continuación:  

a) Ewald [5], introdujo un potencial electrostático, usando la 

idea de estructura de redes de Bravais, en forma tal que cada una de las 

celdas puede ser considerada eléctricamente neutra con una distribución 

uniforme de cargas.  En este enfoque, el espacio es particionado en dos 

sub-espacios; directo y recíproco. 

b) Kendall [6],  reordenó los términos constitutivos de la 

sumatoria de las series, de forma tal que éstas converjan en forma más 

rápida, para lo cual introdujo un modelo de capas eléctricamente neutras 

(esferas de coordinación cristalinas).   Cuando se emplea este enfoque 

aumenta en forma importante, la convergencia de la serie en el espacio 

directo, con relación a la metodología propuesta por Madelung. 

c) Vejen [7] y otros, particionaron el cristal en capas 

concéntricas eléctricamente neutras, en torno a un ión central 

(referencia). 

  d) Frank [8], dividió el cristal en celdas del tipo Wigner-Seitz y 

supuso los vértices de cada uno de los arreglos geométricos como cargas 

fraccionales ficticias, de modo de alcanzar la electroneutralidad, en el centro. 

Como los vértices de estos poliedros se comparten con celdas vecinas, 
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entonces la distribución de cargas, en un cristal infinito se mantiene inalterada. 

[3].    En las secciones venideras, desarrollaremos el método de Ewald y sus 

aplicaciones a cristales, tales como: CsCl .  Este sistema, ilustra la mejor 

aproximación al cálculo de la constante de Madelung, por un método distinto al 

empleado en el caso del , para el cual se empleó un cálculo del tipo 

Madelung.   

NaCl

k

Z

 Adicionalmente, podemos argumentar que el cristal (halita), puede ser 

evaluado con la misma eficiencia y con una precisión mayor que el cálculo 

ilustrado en la sección II.2.3 

 

 II.2.5 Método de Ewald.  [9, 10] 

La determinación de la energía electrostática total en un cristal, requiere 

de un procedimiento por medio del cual, se sumen todas las interacciones 

atractivas y repulsivas entre los iones constituyentes.  Supongamos que el 

cristal tiene un total de n- átomos por celda, existiendo particiones de “k” tipos 

de átomos de modo tal que .  Acá,  corresponde al número de 

átomos del tipo i-ésimo, en una celda dada con cargas . La única restricción 

es que debe satisfacerse el Principio de electroneutralidad, es decir: 

nn
i

i =∑
=1

in

i
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0
1

=∑
=i

iiZn
k

N

NN nN

.   Adicionalmente, sí existen NL celdas representativas de la red y 

 fórmulas por celda, entonces el número total de fórmulas en el cristal será 

 y por lo tanto, el total de átomos .  Es corriente, utilizar los vectores 

de Bravais 

f

fL L

KR
r

 para especificar cada celda cristalina, y los vectores ijrr  nos 

permiten explicitar las distancias relativas entre los átomos i-ésimo y j-ésimo en 

la misma celda.    Procederemos a designar por R, la distancia más pequeña, 

entre los iones en cuestión, y designemos por ρ  a un parámetro adicional, de 

modo de escribir una expresión general para la energía del cristal como se 

indica a continuación.  En la expresión para la energía de Coulomb, es 

conveniente observar que el parámetro ρ  depende paramétricamente de la 

distancia jik rR + , es decir, escribimos: [ ]jikjik rRRrR +≈+ ρ .  Considerando la 

argumentación anterior, es directo, no obstante relativamente complejo, 

encontrar una expresión general para la contribución coulómbica a la energía 

del cristal [9].  
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 En la expresión anterior, se multiplica por  por cuanto existe igual 

número de sumas idénticas en cada  punto del cristal, en la representación de 

Bravais. El primer término, considera la sumatoria de todas las interacciones de 

los átomos en la celda de referencia, en cambio el otro término corresponde a 

una sumatoria global sobre todas las celdas restantes.  En función de esta 

expresión, la constante de Madelung adopta la forma general [9]:  

LN

( ) ( )∑ ∑ ∑ ∑
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= = ⎥
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⎢
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n

i

n

ij
j

N

k

n

j ijk

ji

ij

ji
L

rR
ZZ

r
ZZ

A
1 1

1

1 12
1

rrr
           (2.6) 

La identidad anterior, es una expresión matemática de utilidad para el 

cálculo de estas constantes en cristales iónicos, sin embargo, la convergencia 

es lenta con un alto costo computacional.   La suma directa puede aplicarse con 

éxito a situaciones relativamente simples en las cuales los cristales pertenecen 

a grupos espaciales de alta simetría.  

A esta altura de la discusión es relevante introducir el método debido a 

Ewald, el cual proporciona, en general, una convergencia más rápida  por el 

simple expediente que parte de la suma se realiza sobre la denominada red 

reciproca.  De esta forma, en lugar de calcular sumatorias de términos en  
r
1 , 

en cambio la suma se lleva a efecto sobre términos del tipo 2

1
K

.    En este 
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método, el cristal es representado como un conjunto de cargas puntuales 

discretas, resultantes de la superposición de dos distribuciones de cargas 

continuas.  

En este modelo, la primera distribución se asocia a un cristal periódico de  

gausianas positivas, neutralizadas por  una carga negativa homogénea y 

constante, en cambio la segunda distribución se asocia, de igual forma a un 

cristal periódico de cargas puntuales positivas, neutralizada por una 

representación del tipo gausiana con signo negativo y centrado en los puntos 

del cristal.   Todo lo anterior, se traduce en la práctica a una partición del cristal 

en dos términos; uno de ellos definido en el espacio recíproco (transformada de 

Fourier) y el otro corresponde a una sumatoria en el espacio directo.   

El término correspondiente al recíproco de la distancia, es escrito de la 

forma que se indica [9]:  

∫ ∫ ∫
∞ α ∞

α

−−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

π
=

π
=

0 0

222222 221 dtedtedte
r

trtrtr
        (2.7) 

La expresión anterior, introduce en forma natural los conceptos de 

espacio directo y recíproco.  De esta forma, el segundo término del miembro de 

la derecha es expresable en forma compacta, realizando un cambio de variable 

del tipo  , de modo que podemos escribir [9]: rts =
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( )
∫
∞

α

− α
=

π r
rerfcdte tr 222

             (2.8) 

 De acuerdo al valor de α , es posible en una primera aproximación 

obtener una idea con respecto al peso relativo de los dos términos. Así un valor 

de α  pequeño, se privilegia la sumatoria en el espacio directo, en cambio para 

valores grandes de este parámetro la sumatoria sobre el espacio recíproco es 

más importante.  

 Para proceder a la evolución del recíproco de la distancia (
r
1 ), la primera 

integral del miembro de la derecha de la ec (2.7) , se realiza por medio de una 

transformada de Fourier,  de forma tal que  empleando el cambio de variables: 

24t
Ks −=

2

,  podemos escribir la identidad [9]:  

( )∫ ∫
α ∞

∞−

− ⋅−
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
α

−

π
=

π 0
2

2

2

3
2 exp

4
exp

2
12 22

rKi
K

K

Kddte tr rr
                (2.9) 

Usando lo anterior, la constante de Madelung ( )A  puede ser escrita 

como una partición de dos términos, uno en el espacio directo y otro en el 

espacio recíproco de la forma: 
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reciprocoreal AAA +=   (2.10) 

Es necesario identificar las coordenadas espaciales cartesianas por 

medio de ( )
321321321321 ,,,,,,,,,,,, ,, iiiniiiniiiniiin zyxr =  del - ésimo ion en la celda 

unitaria definida por los vectores unitarios 

n

( ),, iii

( ),, uuu a

321 . Lo anterior puede ser 

definido en función de coordenadas fraccionales de la celda unitaria 

 y los tres  vectores de translación de la celda unitaria , donde: 321 nnn j

( ) 3,2,1,,, == jaaaa jzjyjxj  

( ) ( ) ( ) 33,322,211,1,,, 321
aiuaiuaiur nnniiin +++++=    (2.11) 

La suma realizada en el espacio directo  está dada por la siguiente 

expresión [10]: 

realA

( )
∑ ∑ ∑ ∑∑
= = = == −

−α
=

max max

min1

max

min2

max

min3 321

321
max

1 ,,,

,,,

12
1 n

n

i

ii

i

ii

i

ii iiink

iiink
n

n

k
kreal rr

rrerfc
qqA     (2.12) 

La suma anterior se realiza sobre todos los términos no despreciables y 

excluye la interacción del ion consigo mismo en la celda de referencia. Los 

índices y n  se refieren a la numeración de iones en la celda unitaria, mientras k
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que los índices  e  describen translaciones periódicas de la celda 

periódica a través de los ejes principales. 

21, ii 3i

La suma de Ewald en el espacio reciproco está dada por [10]: 
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                     (2.13) 

 En la expresión anterior, el volumen de la celda unitaria está dado por 

.   El vector    está dado por la expresión: ( )×⋅= 321 aaaV
321 ,, mmmf

( )
⎥
⎥
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⎢
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⎡
=

333231

232221

131211

321,, ,,
321

bbb
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mmmf mmm                 (2.14) 

 

Donde los tres vectores de la red reciproca están dados por: 
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siendo 
V
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b

V
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b 31
2

32
1 ,

rrrrrr ×
=

×
=  y 

V
aab 21

3

rrr ×
=  

 Las velocidades de convergencia de las sumas directa y reciproca es 

controlada por el parámetro α . Una relación para el parámetro ,  conveniente 

es: 

α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=α

V
n
8

max
         (2.15) 

donde  es el número máximo de iones presentes en la celda unitaria. maxn

Los valores de los parámetros e , que actúan como valores de corte para 

las sumatorias empleadas en la red directa, varían con el reciproco del valor 

escogido para α  (ver ec. 2.12).  

mini maxi

En cambio, para los valores de corte de la suma recíproca  y  

sus valores  varían en forma proporcional con el parámetro α .  Todos los 

parámetros de corte, que intervienen en el cálculo dependen de la precisión "  

minm maxm

"a
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que se desee y exhiben una dependencia logarítmica, del tipo ( )( ) 2ln a−
1

)

 o 

( )( 2ln a−
3

a −, donde "  es del orden de 10 . " 4

 Empleando el método de Ewald, se han realizado una serie de 

cálculos para distintos valores del parámetro α .  En el caso del cristal de 

Cloruro de Cesio , los resultados se muestran en la figura 3, donde se 

exhibe como varían las sumatorias sobre el espacio directo, recíproco y total 

(constante de Madelung). 

[ ]CsCl

Figura 3: Suma de Ewald en el cristal de CsCl. 

 

La teoría sugiere para este caso un valor del parámetro 80,0=α , de 

modo que el tiempo empleado para realizar el cálculo sea el menor. Sin 

embargo, se privilegió trabajar con un valor para α  menor, situación en la cual 
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se observa que la suma en el espacio directo, tiene un peso significativamente 

mayor que la correspondiente al espacio recíproco.  De esta forma, ha sido 

posible simplificar el cálculo, por cuanto es posible despreciar una cantidad 

importante de términos correspondientes a la sumatoria en el espacio recíproco, 

observando que el término  ∑
π

α
−

i

iZ2 2

  no es, en absoluto despreciable y para 

efectos prácticos, el resto de los términos de la sumatoria resultan ser 

despreciables.   

En virtud de lo señalado anteriormente, se eligió 2.0=α , lo cual nos 

permitió observar que el cálculo en el espacio directo, para un intervalo del 

orden de 5 minutos, produce un valor de la suma total, con tres a cuatro 

decimales (criterio adoptado). Existen cálculos, en la literatura, para el sistema 

 [3, 11], lo cual nos garantiza que nuestros resultados son análogos a 

éstos.  Resulta conveniente en este nivel de la discusión, señalar que la 

sumatoria en el espacio recíproco, bajo estas condiciones converge en forma 

prácticamente instantánea.  

CsCl
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II.2.6  Suma de Ewald en el espacio directo. 

Otra posibilidad consiste en calcular valores de la suma directa de Ewald 

para valores de alfa pequeños, ya que si este parámetro tiende a cero, el valor  

de la suma directa tiende al valor de la constante de Madelung.   En la figura 3, 

es posible constatar la validez de la aseveración anterior.   A modo de 

ilustración, consideremos el cristal de Cloruro de Cesio y la representación del 

término correspondiente a la suma sobre el espacio directo (excluyendo el 

recíproco) versus el parámetro α .  La metodología a seguir fue la siguiente:   

(a) se escogen valores pequeños del parámetro alfa, comprendidos entre 0,1 y 

1,0 con un paso de 0,1. (b) Para cada uno de estos valores del parámetro, 

obtuvimos el valor de la sumatoria sobre el espacio directo, obteniendo pares 

ordenadas de la forma [valores de la suma sobre el espacio directo, alfa] y      

(c) construimos funciones, capaces de ajustar los valores anteriores y las 

representamos como polinomios del tipo .  Para valores en los 

cuales “x” (alfa)  es cero se tiene el valor de la constante de Madelung 

i

i
i xaE ∑

=

=
1

1

4

[ ]0M . A 

continuación se presentan cuatro ajustes distintos ampliando la base de la serie 

de potencias usada.  
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Funciones : [ ]xM

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
54

32
4

4

32
3

32
2

2
1

000344153.0000370604.0

000049799.0000037422.0128385789.1762674754.1
000128418.0

000220016.0000104291.0128393219.1762675042.1
000071051.0000045402.0128384119.1762674600.1

000016412.0128368559.1762673553.1

xx

xxxxM
x

xxxxM
xxxxM

xxxM

⋅−⋅

+⋅−⋅−⋅+−=

⋅

−⋅+⋅−⋅+−=

⋅+⋅−⋅+−=

⋅+⋅+−=

 

Se observa que en  todos los casos  las funciones otorgan 5 decimales 

exactos ajustando perfectamente a lo esperado. El valor de la constante de 

Madelung es en todas estas funciones -1.76267… 

 

II.2.7  Función error [12]: 

La función error que se relaciona con las integrales de Fresnel descrita 

por: 
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es posible aproximarla utilizando la ecuación: 

    (2.17) 

( )

( ) ( ) ( ),1

0
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3
3

2
21 xetatatatataxerf

x

x ε+++++−=
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−

donde:    px
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1

 

y adicionalmente: 

061405429.1453152027.1421413741.1
284496736.0254829592.03275911.0

543

21

=−==
−===

aaa
aap

 

de modo tal que se cumple: ( ) 7105.1 −⋅≤ε x  

 

II.2.8 Método del potencial coulómbico atenuado. 

Consideremos la constante de Madelung "" A  , en la forma que se indica 

a continuación:  

( ) ∑
≠

α−

=α
ji ij

r

r
eA

ij

        (2.18) 
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La exponencial, es una función matemática que acelera la convergencia 

de la serie, en estudio.   La idea central consiste en el estudio del límite cuando 

el parámetro alfa tiende a cero y de esta forma obtener la constante de 

Madelung (valor que es representativo de la sumatoria).  Una dificultad del 

cálculo reside en que el número de iones a ser considerados  (número de 

celdas involucradas) depende del valor recíproco de alfa.  

A continuación, supongamos al cristal como una colección de cubos 

concéntricos respecto de la celda de referencia (donde la celda unitaria sería la 

celda de radio cero) y modelamos el cristal de modo que los cubos que rodean 

inmediatamente a la celda unitaria (26 cubos) serían la capa de radio uno y así 

sucesivamente hasta la capa “n”. Este método consiste en obtener la suma para 

el primer punto, por ejemplo donde 1=α , y suponer para éste, un radio de 

esfera (o de cubo) del orden de  α/N , donde este último valor debe truncarse a 

un número entero. Por ejemplo podría considerarse un valor de “N” igual a 8, lo 

cual asegura tomar puntos lo suficientemente distanciados y graficar alfa versus 

la constante de Madelung, ( )αA . Observemos que para α , el radio de 

esfera es 8.88, es decir  9, y para 

9.0=

1.0 , el radio de esfera es 80.  =α

De este modo al calcular ( )αA , sobre alfas más pequeños, requiere un 

tiempo de computación mayor, cuando se emplea esta estrategia de cálculo. 

Mientras se obtengan puntos más cercanos a cero (para alfa), mayor cantidad 

de decimales se obtendrán para la constante de Madelung.  
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Es importante señalar que el número de decimales a obtener puede ser 

relevante para el trabajo de matemáticos cuyo interés es estudiar estas series y 

posibles relaciones numéricas entre éstas. Sin embargo, desde un punto de 

vista de la física y de la química, los valores experimentales difícilmente 

reportan mas de dos decimales para estimaciones de energías en cristales. Los 

cálculos de potencial coulómbico atenuado, son una vía de cálculo para estimar 

el término coulómbico de energía, pero resulta poco eficiente si se compara con 

el método de Ewald.  A modo de ejemplo, en el caso del Cloruro de Sodio, es 

posible obtener 2 a 3 decimales, empleando una esfera de radio igual a 

ochenta, lo que se traduce en muchas horas de costo computacional usando 

este potencial atenuado. De usarse Ewald, este cálculo se realiza en pocos 

minutos. Lo anterior constituye un primer resultado al elegir un método de 

cálculo, sugiriendo como herramienta de cálculo el método de Ewald, dada su 

mayor precisión numérica y su mayor rapidez.  No obstante lo anterior, se 

realizaron algunos cálculos con el potencial coulómbico atenuado, de modo de 

ilustrar algunos resultados y potencialidades del método. 

En la Tabla 1, se informa una serie de cálculos realizados para el Cloruro 

de Sodio, usando diversos valores del parámetro alfa.  
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Tabla 1:  versus ( )αA α . 

alfa ( )αA  

1.0 0.9346 

0.9 0.9997 

0.8 1.0682 

0.7 1.1402 

0.6 1.2158 

0.5 1.2950 

0.4 1.3780 

0.3 1.4647 

0.2 1.5552 

0.1 1.6487 

 

Se busca el valor de ( )αA  cuando  0→α . Esto se logra graficando los 

datos de la tabla 1. Por ejemplo si se elige como función base 

, se obtiene: ( )α=+α+α 2 Mcba

7469.1995.01183.0 =−== cba  

y por lo tanto, la constante de Madelung es con 4 decimales : 1,7469 

[1,74756], donde el valor entre paréntesis se toma como exacto en la literatura 

[3, 13]. 
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Es posible obtener “A” para otros cristales como se observa en la tabla 2. 

Tabla 2: Algunos valores de la constante de Madelung para cristales: 

Cristal A 

NaCl 1.748 

CsCl 1.763 

CaF2 (fluorita) 2.519 

CdI2 2.355 

Al2O3 4.172 

ZnS (wurtzita) 1.641 

ZnS (Blenda de 
Zinc) 

1.638 

MgO 1.748 

 

 

II.2.9 Algunas relaciones matemáticas de interés. 

a) Para NaCl se han desarrollado algunas fórmulas para 

evaluar la constante de Madelung de esta sal [3]: 

a.1) Fórmula de Benson – Mackenzie: 

( ) ( ) 337475645946.11212
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a.2) Fórmula de Hautot (1974): 

( ) ( ) ( ) 337475645946.1csc1122ln
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a.3) Fórmula de Hautot – Tiagi (2004) [14]: 
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b) Relaciones entre constantes de Madelung (atribuidas a Naor) [3]: 

b.1) Basados en separación internuclear: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )NaClACsClAZnSA

NaClACsClACaFA

324

342 2

+=

+=
 

b.2) Basados en el largo de la celda unitaria: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (
( ) ( ) ( NaClaACsClaABiLiaA

NaClaACsClaAZnSaA
NaClaACsClaACaFaA

,4,4,
,,2,2
.,4,

3

2

+=
+= )

)

+=
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b.3) Si se desea saber el valor de la constante de Madelung ( )δA  

respecto a la raíz cúbica del volumen molecular, se tiene: 

( ) ( ) ( )δAzaA 3
1

=  

considerando,  “z”  como el número de fórmula por celda unitaria. Por su parte 

 es la constante de Madelung relativa al tamaño de la arista de la celda 

cúbica. 

( )aA

Por ejemplo para NaCl, z = 4, ( ) 495.3=aA  y ( ) 201.2=δA  

b.4) Para estructuras hexagonales (ej, wurtzita) es posible obtener la 

relación: 

( ) ( )

3
8

,

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

a
ccon

hcpA
a
chcpaA

 

donde A(hcp) es la constante de Madelung referida a la distancia mínima 

entre contra iones. 

Una tabla que ilustra cálculos con varios decimales para la constante de 

Madelung referida a la distancia mínima de contra iones , a la arista del  ( )sA
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cristal (celda unitaria),  y respecto a la raíz cúbica del volumen molecular ( )aA

( )δA , es la siguiente: 

 

Tabla 3: Valores de las distintas constantes de Madelung para algunos 

cristales, con 15 decimales. 

( )sA  ( )aA  ( )δA  Cristal 

CsCl 1.762674773070991 2.035361509452598 2.035361509452598 

NaCl 1.747564594633182 3.495129189266364 2.201793418829347 

MgO 1.747564594633182 3.495129189266364 2.201793418829347 

ZnS−β  1.638055053388791 3.782926104085781 2.383094114367239 

CaF2 2.519392439924286 5.818287613538379 3.665291519319805 

Cu2O 2.221237604919478 10.25945703307504 5.129728516537521 

Li2O 2.519392439924286 5.818287613538379 3.665291519319805 

NH4F 1.64132162737196 2.68026699390387 1.47500777024735 

ZnS−α  1.641321627378 2.68026699390387 1.47500777024735 
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II.3. Potencial de repulsión de Born. [2] 

En el modelo de esferas rígidas, para un cristal del tipo MX, la distancia 

−+ − XM  queda, en una primera aproximación, determinada por la suma de los 

radios del catión y del anión. Si el cristal es perfectamente iónico, la covalencia 

es nula.   Sabemos que los átomos constituyentes no son esferas rígidas y que 

la distancia de equilibrio entre dos iones en el sólido corresponde a un 

compromiso óptimo entre las fuerzas de carácter repulsivo y de atracción, en el 

mínimo global de energías.  De igual forma, la interacción entre iones disminuye 

en importancia en la medida que aumenta la distancia relativa entre los iones en 

estudio.  Al respecto, Born, propuso un modelo en el cual la fuerza de repulsión  

puede ser representada por un término del tipo ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

nr
B'  donde los parámetros  B’ 

y n son característicos del par de iones en cuestión. Sí en un cristal se 

considera exclusivamente las contribuciones a la energía de origen coulómbico 

y la debida a Born, se obtiene una expresión del tipo: 

nr
NB

r
AezNzU +=

−+

0

2

4πε       (2.19) 

La relación entre B y n, se obtiene suponiendo que el cristal en equilibrio 

, satisface la condición que la energía debe corresponder a un mínimo ( )rr = 0
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global.    Al emplear un procedimiento de búsqueda de los puntos críticos 

obtenemos: 

1
0

2
00

2

4
0

0

+

−+

=

−−==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
rr r

nNB
r
AezNz

dr
dU

πε       (2.20) 

con lo cual, se cumple: 
1

0
0

2

4
−

−+

−= nr
n

ezAzB
πε              (2.21) 

 

Finalmente, al reemplazar se obtiene la conocida expresión para la 

energía del sistema la expresión a continuación: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

πε
=

−+

nr
AezNzU 11

4 00

2

           (2.22) 

El valor numérico de “n” puede ser obtenido a partir de mediciones de 

compresibilidad en sólidos [2]. En las tabla 3, se entregan los valores del 

parámetro de Born “n” determinados experimentalmente y valores calculados 

por Pauling para gases nobles. 
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Tabla 3: Ejemplo de valores de “n”. 

Determinados experimentalmente Determinados teóricamente 

Compuesto n Configuración del gas noble 
que corresponde al ión 

n 

LiF 5.9 He 5 

LiCl 8.0 Ne 7 

LiBr 8.7 Ar 9 

NaCl 9.1 Kr 10 

NaBr 9.5 Xe 12 

 

II.4 Potenciales de Born – Mayer y de Born – Mayer – Bückingham. 

[15, 16] 

Al graficar un potencial U, en escala logarítmica versus la separación 

internuclear “r”, existe siempre un rango de valores, supinf rrr ≤≤ , en que la 

gráfica U(r) es lineal y el potencial puede ser expresado de la forma: 

ijij

r

ij
rb

ijij eAeArU ρ
−

− ==)(         (2.23) 

Este potencial se conoce como potencial de Born – Mayer.  
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Los valores “ ” y “ ” son constantes para los átomos involucrados     

i-ésimo y j-ésimo, separados a la distancia , siempre y cuando el rango en el 

cual fueron determinados los valores de estos parámetros sea respetado.   

jiA jib

jir

A b

Muchos autores [15, 21], obtienen los parámetros  y , tabulando 

valores para los elementos en forma individual de modo que se tiene  y , 

representativos del átomo i-ésimo y así sucesivamente.  En este modelo, los 

valores se estiman utilizando las expresiones que se indican a continuación:  

jiA jib

i i

2
ji

ij

jiij

bb
b

AAA

+
=

=

           (2.24) 

II.5 Potenciales de Bückingham. Adición del potencial de Van der Waals. 

 Una extensión de este potencial es adicionar un término al anterior, 

sumando interacciones de tipo Van der Waals: 

( ) 6
0

2

exp
4 ij

ij

ij

ij
ij

ij

ji
ij r

Cr
A

r
ezz

rU −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ
−+

πε
=             (2.25) 

Este modelo es conocido como el potencial de Born – Mayer – 

Bückingham. [17, 18].  Los coeficientes C , son obtenidos a partir de la 

propuesta de Slater - Kirkwood.  

ji
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j

j

i

i

ji

e
ij

NN

m
eC

α
+

α

αα
=

22

2
3 h

           (2.26) 

donde, “ ” corresponde a la polarizabilidad dipolar eléctrica media 

correspondiente al átomo i-ésimo, “ ” es la masa del electrón y “N”  

corresponde al número efectivo de electrones que participan (adimensional). 

[19, 20, 21, 22, 23] 

α

em

Los valores de “N” para elementos hasta número atómico igual a 54 (Xe), 

pueden ser obtenidos del estudio realizado por K. S. Pitzer. [21]   Este autor, 

trabaja con un “N” efectivo (Neff), en lugar de N.   En la figura 4, se explica la 

dependencia de Neff con el número atómico “Z”.   Adicionalmente, y en mayor 

detalle se aborda la obtención de este gráfico, lo cual se ilustra en el Anexo 

I.14. Se explica una extensión de  Neff  hasta un número atómico de 86. 
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Figura 4: Número efectivo de electrones versus número atómico. 
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II.6 Cálculo de las constantes de Madelung para cristales ternarios, 

cuaternarios o multicomponentes. Metodología para la generalización de 

la definición de la constante de Madelung. 

En el artículo [10], es posible encontrar reportado redes cristalinas con 

más de tres átomos de elementos constituyentes, para los cuales se tiene el 

valor de la constante de Madelung y los valores de energía de los cristales 

asociados a ella. Surge de inmediato como inquietud lo anterior, ya que no es 

explícito la definición de la constante de Madelung para estos casos, si no que 
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sólo se define en la literatura para cristales binarios. Por tanto resulta 

interesante formular una estrategia de cálculo aprovechando lo que ya se sabe, 

ampliando la definición de la constante de  Madelung. 

En particular las elpasolitas estequiométricas son cristales que poseen 

cuatro átomos de distintos elementos y la celda que se define requiere al menos 

de 40 átomos para proyectar el cristal en las tres dimensiones. Por tanto el 

primer problema es determinar una estrategia de cálculo cuando se tiene más 

de dos átomos distintos. Un dato interesante es ver si los átomos que son del 

mismo elemento tienen el mismo entorno en el cristal. De ser así, se tienen 

átomos cuya energía es equivalente y basta describir el entorno de un sólo 

átomo para ese elemento constituyente del cristal, ya que calculando la energía 

referida a él, se sabe por simetría la energía de todos los átomos que tengan 

posiciones equivalentes entre si.  

Supongamos para ejemplificar, un cristal en dos dimensiones tal como el 

de la figura 5. En este cristal es fácil escoger una celda unitaria en la cual se 

identifican tres átomos. Además se distinguen 4 átomos azules (del mismo 

elemento) uno verde y finalmente uno rosado. Si por ejemplo en la red 

posicionamos el origen en algún átomo verde, resulta evidente que por 

periodicidad que todos los átomos verdes tienen el mismo entorno. Lo mismo se 

puede afirmar para átomos rosados. Sin embargo para átomos azules, es 

discutible si C, D, E y F son equivalentes. Eso es válido si y sólo si el arreglo de 
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átomos posee una simetría de modo que las distancias de estos 4 átomos 

respecto a su entorno es el mismo. Si se cumple esto, todos los átomos azules 

ocuparían posiciones de energías equivalentes. Supondremos que el átomo “C” 

es representativo de todos los átomos azules. Por tanto es posible realizar 3 

sumas que representan a cualquier átomo del cristal, una para cada átomo (A, 

B y C). La manera de sumar, es posicionarnos en el átomo y considerarlo como 

origen y realizar todas las sumas coulómbicas entre él y su entorno.  

 

Figura 5: Cristal en dos dimensiones. 
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Para el cristal bidimensional anterior se definen tres constantes de 

Madelung de la forma: 

∑∑∑
=== −

=
−

=
−

=
n

i iC

iC
C

n

i iB

iB
B

n

i iA

iA
A rr

zzA
rr

zzA
rr

zzA
111

rrrrrr              (2.27) 

donde “n” recorre todo el cristal excepto el átomo que hace de referencia. 

Lo anterior nos permite calcular la energía de cualquier átomo en la red. 

Por ejemplo un átomo “A”  (rosado) tiene  energía: 

R
eA

E A
A

0

2

4πε
=           (2.28) 

Este dato puede ser interesante, pero por lo general se reporta la energía 

por fórmula empírica del cristal. Para este caso la fórmula es del tipo . La 

energía se obtiene por medio de la ecuación: 

4ABC

( ) [ ]411
42

1

0

2

⋅+⋅+⋅
πε
⋅

= CBA
Av

coulomb AAA
R

Ne
RE        (2.29) 

donde las constantes de Madelung “ ” se determinan para una distancia de 

referencia “R” dada. 

jA
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La idea anterior se puede extender para 3D pensando en una fórmula 

empírica que describa la estequiometría del cristal, siempre y cuando los 

átomos de la misma naturaleza sean equivalentes.  

Sea la fórmula empírica del cristal , la energía coulómbica 

por mol, estaría dada por la ecuación: 

Kdcba DCBA

( ) [ ]K++++
πε
⋅

= DCBA
Av

coulomb dAcAbAaA
R

Ne
RE

0

2

42
1

           (2.30) 

mediante lo cual podría definirse para este cristal una constante de Madelung 

que caracteriza la estructura, de la forma: 

[ ]K++++= DCBAcristal dAcAbAaAA              (2.31) 

y finalmente llegamos a una expresión del tipo: 

( ) [ ]cristal
Av

coulomb A
R

Ne
RE

0

2

42
1

πε
⋅

=          (2.32) 

Donde el factor de 
2
1  se introduce con el propósito de no incluir dos 

veces cada par de interacciones. Esta ecuación es una generalización del 

cálculo para la energía de coulomb [24, 25]. 
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 La expresión anterior (ec. 2.32), parece ser novel de acuerdo a nuestra 

investigación bibliográfica. El uso de la simetría tiene como ventaja disminuir el 

costo computacional ya que no se trabaja en sistemas de N2 sino que se reduce 

a “N” veces el número de átomos de distinta naturaleza. Además la expresión 

anterior es general para cualquier cristal y conserva la forma clásica que se 

propone en los libros para el caso de cristales binarios.  

 

II.7 Algunos datos útiles para elpasolitas estequiométricas. 

Para elpasolitas, es posible encontrar en la literatura un trabajo 

interesante del autor V. Marx [19],  quien determinó el potencial de Born – 

Mayer – Bückingham para las elpasolitas . Los valores 

reportados para los parámetros de estructura y las energías asociadas a los 

potenciales, se presentan en la siguiente tabla: 

6262 NaGaFKyNaScFK
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Tabla 4: Datos para  [19] 6262 NaGaFKyNaScFK

Datos 62 NaScFK  62 NaGaFK  

a (parámetro de red, arista de 
Celda cúbica) [pm] 

847.17 824.6 

x (parámetro de estructura libre) 0.2342 0.2230 

Energía coulómbica [kJ/mol] -9168.4 -9681.2 

Energía Born [kJ/mol] 1309.7 1366.1 

Energía Van der Waals [kJ/mol] -303.3 -397.7 

Energía Born - Mayer - 
Buckingham [kJ/mol] 

-8162.2 -8712.8 

 

  En la tabla anterior se presenta el parámetro “x”, el que en este caso, da 

una referencia de la posición de Flúor respecto a Escandio o Galio si estos 

átomos se ubican en el origen. Ver figura 6. 
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Figura 6: Parámetros “x” y “a” en Elpasolitas estequiométricas. 

 

En otro artículo V. Marx calculó la energía coulómbica (o de Madelung) 

para distintas elpasolitas lo cual se presenta por medio de la tabla 5. 
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Tabla 5: Energías de Madelung calculadas usando los valores de “a” y 

“x” tomados de la literatura.[26]. 

Sustancia a [pm] x - EMadelung 
[kJ/mol] 

62 NaScFK  847.17(5) 0.2342(5) 9113 

62 NaGaFK  824.6(3) 0.2230 9681 

62 LiYClCs  1048.57(5) 0.25046 7031 

62 LiLuClCs  1040.9 0.2483(4) 7125 

62 NaBiClCs  1083.9(1) 0.246(2) 6883 

62 NaYClCs  1073.96(7) 0.2439(3) 6992 

62 NaYBrCs  1130.47(6) 0.2446(2) 6629 

62 NaHoBrCs  1129.3 0.245 6629 

62 KScClCs  1087.3(3) 0.2263 7268 

62 KEuClCs  1116.3(3) 0.2317(8) 6966 

62 KTbClCs  1112.2(3) 0.2257(11) 7119 

 

El autor realizó un ajuste de datos y llegó a una expresión del tipo: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=

5.0
1

x
D

x
CB

a
Emadelung                   (2.33) 
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donde: 

( ) ( )
( ) JmD

JmCJmB
4

33

100019.02005.2
100001.00645.1100013.00042.4

−

−−

⋅±−=

⋅±−=⋅±−=
 

el error relativo es . %106.6 3−⋅±

Figura 7: Energía de Madelung versus “x” y “a”. 
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Los valores presentados en la tabla 5 fueron obtenidos por V. Marx en  el 

artículo [27], el cual propone una metodología de cálculo distinta para evaluar la 

constante de Madelung, a la descrita en este capítulo. 

 

II.8 Cálculos de la energía de Born - Mayer aplicados en elpasolitas 

del tipo  y . 62 NaScFK NaGaFK

0

62

Al calcular las energías de Born – Mayer, es necesario estimar las 

interacciones entre iones próximos, debido a que tiene sentido el modelo 

utilizado a distancias pequeñas. En particular los cálculos que a continuación se 

muestran, se efectuaron para interacciones de iones que se encuentran a 

distancias inferiores a 4 . Además es interesante notar que algunos de estos 

pares de interacciones pueden despreciarse si la distancia es grande entre los 

iones lo cual suele suceder en cristales iónicos si los átomos poseen la misma 

naturaleza electrostática (cargas del mismo signo). 

A
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Tabla 6: Energía de Born Mayer para   [KJ/mol] 62 NaScFK

Interacciones despreciadas Energía 

Sc-Na y Sc-Sc 1310,10 

Sc-Na, Sc-Sc y Sc-K 1308,62 

Sc-Na, Sc-Sc, Sc-K y Na-K 1307,54 

Sc-Na, Sc-Sc, Sc-K, Na-K y F-F 1254,49 

 

Tabla 7: Energía de Born Mayer para   [KJ/mol] 62 NaGaFK

Interacciones despreciadas Energía 

Ga-Na y Ga-Ga 1366,27 

Ga-Na, Ga-Ga y Ga-K 1366,17 

Ga-Na, Ga-Ga, Ga-K y Ga-K 1364,43 

Ga-Na, Ga-Ga, Ga-K, Na-K y F-F 1250,31 

 

En las tablas 6 y 7 se observa la inconveniencia en despreciar para el 

caso de elpasolitas las interacciones Flúor – Flúor y por el contrario lo favorable 

que resulta despreciar aquellas entre átomos con carga positiva. Esta 

afirmación se apoya además en que los parámetros de Born Mayer necesarios 

para determinar esta clase de potencial en general no se encuentran reportados 
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en la literatura salvo excepciones. Por lo anterior, se concluye que es razonable 

despreciar interacciones entre iones positivos para cristales del tipo Elpasolitas.  

Los cálculos anteriores coinciden bastante bien con valores calculados 

por V. Marx [19] quien reportó una energía de Born Mayer de 1309,7 [KJ/mol] 

para  y 1366,1 [KJ/mol] para , lo que puede ser comparado 

a los valores presentados en las tablas 6 y 7. 

62 NaScFK NaGaFK

NaScFK

NaGaFK

62

Se empleó para los cálculos un parámetro de red de 847,17 picómetros y 

“x” = 0,2322  en el caso de  y un parámetro de red de 824,6 

picómetros y “x” = 0,2230 para el cristal , que son los valores usados 

por Marx [19]. Los parámetros de Born –Mayer se presentan en detalle en los 

anexos I.7, I.8 y I.15. 

62

62

Un programa desarrollado con el software Mathematica fue empleado y 

el tiempo aproximado de cálculo es de 30 segundos usando un procesador 

Pentium 4. 

El potencial de Born Mayer se calcula por la expresión siguiente: 

∑ ∑
< <

−=
ji ji

rb
ijij

ijeArU )(        (2.34) 

La sumatoria se efectúa sobre los átomos más próximos y la expresión 

anterior puede simplificarse haciendo uso de la simetría del cristal. En el caso 
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de elpasolitas estequiométricas, se tiene un cristal que responde a la fórmula 

, donde M y N son metales alcalinos (+1), Ln es un metal trivalente 

(+3) y en el caso de este trabajo corresponde al estudio de iones lantánidos 

trivalentes y finalmente X (-1) representa a un anión correspondiente a los iones 

halogenuros. Los átomos M, N, Ln y X no son equivalentes entre si, pero si son 

equivalentes a cualquier átomo de su mismo en este cristal. Por lo anterior es 

posible evaluar el potencial bajo la expresión: 

62 NLnXM

Avogadro
ji

i i i i
iXiLniNiM

ij N
UUUU

U ⋅
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++

=∑
∑ ∑ ∑ ∑

< 2

62 ,,,,

    (2.35) 

donde el potencial  efectúa la suma de todas las interacciones que 

tiene el átomo considerado con el resto de la red, excluyendo la interacción 

consigo mismo y estando el calculo restringido en este caso a distancias 

menores de 4 Amstrong como ya se señaló. 

∑
i

iatomoU ,

  

II.9 Cálculos de la energía de Van der Waals aplicados en elpasolitas 

del tipo  y . 62 NaScFK NaGaFK 62

Para estimar el potencial de Van der Waals es posible realizar un método 

de cálculo equivalente al que se presenta en el capítulo 7, donde se estudió un 

 64



método de cálculo para determinar energías coulómbicas (Madelung). Del 

mismo modo en el punto anterior se desarrolla la misma estrategia de cálculo. 

Por tanto en este caso el desarrollo es análogo y es posible demostrar que el 

potencial puede calcularse tomando las interacciones respecto a un los átomos 

de la red que no son equivalentes. 

El potencial de Van der Waals es del tipo: 

∑∑
<<

==
ji ij

ij

ji
VWVW r

C
jiEE ),(       (2.36) 

 Considerando la misma notación usada en el punto anterior, es posible 

con el uso de la simetría del cristal la siguiente expresión: 

avogadro
i i i i

VWVWVWVW

VW N
iXEiLnEiNEiME

E ⋅
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++

=
∑ ∑ ∑ ∑

2

),(6),(),(),(2
 (2.37) 

Esta metodología puede por tanto aplicarse a cualquier potencial de 

interacción. 

En el artículo de Marx [19], se presenta reportada la energía de Van der 

Waals para los cristales  y .    Estos valores corresponden 

respectivamente a  –303,3 [KJ/mol] y –397,7 [KJ/mol].    Cálculos realizados con 

el método sugerido usando un radio de esfera de 12 celdas unitarias dan como 

62 NaScFK NaGaFK 62
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resultado –309,1 [Kcal/mol] y –408,6 [Kcal/mol] respectivamente.   La diferencia 

es muy pequeña, siendo en ambos casos inferior al 3%.   Los datos necesarios 

para realizar este cálculo se presentan en el anexo I (I.1 – I.6, I.14). 

 Se debe pensar en un cubo donde el átomo sobre el cual se evalúa está 

al centro de éste y por tanto radio 12 se traduce en un cubo de volumen  25 

celdas x 25 celdas x 25 celdas y donde cada celda posee 40 átomos. 

Usando un procesador Pentium 4, el tiempo empleado para cada cálculo 

es inferior a 10 minutos. 

 

II.10 Resultados obtenidos para el cálculo de potenciales en 

elpasolitas estequiométricas compuestas por iones lantánidos. 

Es posible aplicar las metodologías explicadas en los puntos II.7 al II.9 

para calcular las energías de Coulomb (Madelung) ,Van der Waals y Born y 

estimar de este modo la energía reticular producto de la suma de las tres 

anteriores, como se muestra en la siguiente ecuación: 

BornWVMadelungreticular EEEE ++= ..        (2.38) 
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 Además haciendo uso de ciclos termodinámicos de Born – Haber es 

posible estimar la Entalpía de formación formaciónH∆  para cada uno de los 

cristales considerados. 

Un resultado interesante es la dependencia de la constante de Madelung 

con “α ”. La figura 8, muestra que para 2.0=α  se obtienen al menos 4 

decimales de precisión para la constante de Madelung de este cristal.  

 

Figura 8: Constante de Madelung obtenida usando el método de 

Ewald y su dependencia de “α ” para el cristal Cs . 62 NaDyCl

 

 67



La figura 9 muestra una evolución temporal del resultado anterior en 

función del parámetro “ ”, el tiempo se estimó con el uso de un procesador 

Pentium 4. 

α

Figura 9: Tiempo versus alfa. 

 Esto muestra que con tiempos inferiores a 5 minutos se pueden obtener 

4 decimales de precisión usando un alfa de 0.2 siempre y cuando se emplee el 

método de Ewald para el cálculo. La metodología de cálculo es la usada en el 

punto II.5 en la cual se despreció parte de la suma en el espacio reciproco dado 

el pequeño valor escogido para el parámetro “α ”.  

Por tanto el tiempo proyectado en la figura 9 solo hace referencia a la 

suma directa ya que la sumatoria no despreciada en el espacio reciproco es 

casi instantánea. En la figura 8, se observa que aumenta la precisión del cálculo 
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de la constante de Madelung mientras menor es el valor del parámetro alfa lo 

cual obedece a la simplificación al despreciar parte de la sumatoria en la red 

reciproca. A mayores valores de alfa, el término despreciado gana peso y por 

tanto esta simplificación no es válida.  

El ciclo de Born Haber [1, 19, 28] utilizado para estimar las entalpías de 

formación de las elpasolitas, requiere de una serie de datos experimentales 

como son las energías de disociación de algunas moléculas (D), energías de 

sublimación de metales (S), electroafinidades de halógenos (E.A.) y potenciales 

de ionización. En los potenciales de ionización hay que diferenciar entre los 

metales alcalinos (monovalentes) que requieren por tanto tan solo del primer 

potencial de ionización (P.I.1) para explicar el paso del átomo en estado 

gaseoso al ion en estado gaseoso del caso de los iones lantánidos que son 

trivalentes y por tanto para explicar el paso del átomo al estado (+3) se requiere 

en energía de la suma de los tres primeros potenciales de ionización (P.I.3).  

De este modo, para una elpasolita del tipo , la expresión que 

se emplea para obtener la entalpía de formación de ésta, es de la forma [19]:  

62 NLnXM

reticular

form

EXAELnPINPIMPI

XDLnSNSMSH

−−++

++++=∆−

).(.6)()()(2

)(3)()()(2

311

2
    (2.39) 
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En la ecuación anterior el signo menos da cuenta de un proceso 

exergónico y el signo positivo da cuenta de procesos endergónicos. El ciclo 

termoquímico puede explicarse por medio de la figura 10. 

Figura 10: Ciclo termoquímico de Born – Haber para elpasolitas 

estequiométricas. 

 

Con lo anterior y usando los datos reportados en el anexo I (I.9 – I.13), 

es posible obtener  para 5 series de elpasolitas. Estas series son 

, ,Cs ,  y Cs , donde “Ln” 

representa la serie de los lantánidos e incluye al elemento Lantano. Los 

resultados  se detallan a continuación: 

formH∆

NaLnFCs NaLnFRb NaLnCl NaLnBrCs KLnF62 62 62 62 62
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Tabla 8: Energías para la serie . [KJ/mol] 62 NaLnFCs

Lantánido Born V. Waals Coulomb Ereticular formaciónH∆  

La 1185,5 -455,5 -8043,0 -7313,0 -3449,0 

Ce 1238,6 -479,1 -8150,6 -7391,1 -3460,9 

Pr 1244,7 -492,8 -8208,5 -7456,6 -3491,4 

Nd 1205,7 -493,3 -8216,5 -7504,1 -3498,3 

Pm 1240,6 (*) -505,1 -8271,8 -7536,3 -3468,9 

Sm 1282,9 -523,4 -8349,4 -7589,9 -3535,3 

Eu 1247,3 -535,5 -8401,3 -7689,5 -3500,6 

Gd 1247,6 -536,2 -8411,9 -7700,5 -3575,1 

Tb 1280,3 -546,7 -8452,9 -7719,3 -3561,8 

Dy 1276,5 -559,6 -8505,7 -7788,8 -3622,0 

Ho 1281,5 -568,4 -8555,8 -7842,7 -3641,1 

Er 1284,6 -575,0 -8575,1 -7865,5 -3636,4 

Tm 1295,0 -581,6 -8606,4 -7893,0 -3639,2 

Yb 1334,4 -595,9 -8660,8 -7922,3 -3598,1 

Lu 1306,1 -595,9 -8671,9 -7961,7 -3669,7 

(*) valor obtenido por interpolación usando regresión lineal (R = 0.75). 
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Tabla 9: Energías para la serie . [KJ/mol] 62 NaLnFRb

Lantánido Born V. Waals Coulomb Ereticular formaciónH∆  

La 1205,0 -409,2 -8082,4 -7286,6 -3360,0 

Ce 1260,0 -432,3 -8192,7 -7365,0 -3372,2 

Pr 1271,6 -446,2 -8253,3 -7427,9 -3400,1 

Nd 1236,9 -447,1 -8262,9 -7473,1 -3404,7 

Pm 1272.6 (*) -459,3 -8321,8 -7508,5 -3378,5 

Sm 1317,3 -477,1 -8400,7 -7560,5 -3443,3 

Eu 1283,2 -489,0 -8453,8 -7659,6 -3408,1 

Gd 1285,8 -489,4 -8463,6 -7667,2 -3479,2 

Tb 1326,2 -500,4 -8507,7 -7681,9 -3461,8 

Dy 1326,4 -513,8 -8564,4 -7751,8 -3522,4 

Ho 1329,7 -521,9 -8601,6 -7793,8 -3529,6 

Er 1340,9 -529,4 -8636,6 -7825,1 -3533,4 

Tm 1355,0 -536,2 -8669,4 -7850,6 -3534,2 

Yb 1398,8 -550,9 -8727,6 -7879,7 -3492,9 

Lu 1373,3 -550,7 -8737,9 -7915,3 -3560,7 

(*) valor obtenido por interpolación usando regresión lineal (R = 0.86). 
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Tabla 10: Energías para la serie . [KJ/mol] 62 NaLnClCs

Lantánido Born  V. Waals Coulomb Ereticular formaciónH∆  

La 649,1 -597,9 -6598,9 -6547,7 -2567,9 

Ce 717,1 -618,0 -6673,1 -6574,0 -2528,0 

Pr 682,3 -631,5 -6714,9 -6664,1 -2583.1 

Nd 716,0 -636,6 -6724,1 -6644,7 -2523,1 

Pm 727,6 -648,4 -6763,4 -6684,2 2501,0 

Sm 793,8 -663,6 -6816,8 -6686,6 -2516,2 

Eu 763,1 -674,6 -6852,3 -6763,8 -2459,1 

Gd 755,6 -677,8 -6860,4 -6782,6 -2541,4 

Tb 760,2 -685,6 -6885,6 -6811,0 -2537,7 

Dy 876,1 -696,8 -6922,6 -6743,3 -2460,7 

Ho 777,9 -705,3 -6949,9 -6877,3 -2559,9 

Er 781,1 -712,1 -6971,2 -6902,2 -2557,3 

Tm 784,4 -719,1 -6993,8 -6928,5 -2558,9 

Yb 836,1 -730,3 -7030,7 -6924,9 -2484,9 

Lu 847,3 -730,6 -7037,3 -6920,6 -2512,8 
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Tabla 11: Energías para la serie . [KJ/mol] 62 NaLnBrCs

Lantánido Born  V. Waals Coulomb Ereticular formaciónH∆  

La 576,6 -637,3 -6261,9 -6322,6 -2362,0 

Ce 620,4 -655,0 -6346,2 -6380,8 -2354,0 

Pr 589,3 -668,2 -6363,9 -6442,8 -2381,0 

Nd 594,6 -671,2 -6370,6 -6447,2 -2344,8 

Pm 597,2 -680,2 -6405,9 -6488,9 -2324,9 

Sm 620,2 -692,4 -6452,3 -6524,5 -2373,3 

Eu 632,9 -701,7 -6484,6 -6553,4 -2267,9 

Gd 626,1 -703,8 -6490,0 -6567,7 -2345,7 

Tb 635,3 -715,9 -6516,2 -6596,8 -2342,7 

Dy 648,9 -725,7 -6549,0 -6625,8 -2362,4 

Ho 702,9 -732,6 -6570,7 -6600,4 -2302,2 

Er 707,9 -739,0 -6590,7 -6621,8 -2296,1 

Tm 713,3 -745,5 -6610,9 -6643,1 -2292,7 

Yb 728,6 -756,2 -6644,3 -6671,9 -2251,1 

Lu 1098,6 -758,7 -6651,4 -6311,5 -1922,9 
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Tabla 12: Energías para la serie . [KJ/mol] 62 KLnFCs

Lantánido Born V. Waals Coulomb Ereticular formaciónH∆  

La 1109,9 -444,0 -7926,6 -7260,7 -3491,9 

Ce 1160,1 -467,2 -8032,2 -7339,3 -3504,3 

Pr 1167,5 -481,8 -8092,1 -7406,4 -3536,4 

Nd 1131,2 -483,4 -8103,0 -7455,2 -3544,6 

Pm 1163.0   (*) -495,2 -8157,5 -7489,7   -3517,5   

Sm 1205,4 -513,2 -8234,6 -7542,4 -3583,0 

Eu 1168,1 -525,2 -8285,5 -7642,6 -3548,9 

Gd 1168,9 -526,4 -8296,8 -7654,3 -3624,1 

Tb 1200,4 -537,4 -8337,0 -7674,0 -3611,7 

Dy 1197,1 -550,7 -8391,5 -7745,1 -3673,5 

Ho 1200,2 -559,3 -8428,5 -7787,6 -3681,2 

Er 1206,3 -567,3 -8463,3 -7824,3 -3690,4 

Tm 1217,4 -574,5 -8495,7 -7852,8 -3694,2 

Yb 1257,7 -589,4 -8551,9 -7883,6 -3654,6 

Lu 1227,3 -589,3 -8561,0 -7923,0 -3726,2 

(*) valor obtenido por interpolación usando regresión lineal (R = 0.75). 
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Tabla 13: Constantes de Madelung ( )cristalA obtenida para la serie 

dado el parámetro de estructura “x” 62 NaLnFCs

Lantánido cristalA  x 

La 13,1854 0,2459 

Ce 13,1258 0,2423 

Pr 13,1023 0,2409 

Nd 13,1057 0,2411 

Pm 13,0751 0,2393 

Sm 13,0287 0,2366 

Eu 13,0009 0,2350 

Gd 13,0026 0,2351 

Tb 12,9921 0,2345 

Dy 12,9639 0,2329 

Ho 12,9462 0,2319 

Er 12,9338 0,2312 

Tm 12,9213 0,2305 

Yb 12,8925 0,2289 

Lu 12,8943 0,2290 
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Tabla 14: Constantes de Madelung ( )cristalA obtenida para la serie  

dado el parámetro de estructura “x” 62 NaLnFRb

Lantánido cristalA  x 

La 13,2481 0,2498 

Ce 13,1935 0,2464 

Pr 13,1739 0,2452 

Nd 13,1788 0,2455 

Pm 13,1492 0,2437 

Sm 13,1057 0,2411 

Eu 13,0803 0,2396 

Gd 13,0854 0,2399 

Tb 13,0786 0,2395 

Dy 13,0512 0,2379 

Ho 13,0374 0,2371 

Er 13,0252 0,2364 

Tm 13,0148 0,2358 

Yb 12,9868 0,2342 

Lu 12,9921 0,2345 
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Tabla 15: Constantes de Madelung ( )cristalA obtenida para la serie 

 dado el parámetro de estructura “x” 62 NaLnClCs

Lantánido cristalA  x 

La 13,3361 0,2555 

Ce 13,2949 0,2528 

Pr 13,2779 0,2517 

Nd 13,2857 0,2522 

Pm 13,2670 0,2510 

Sm 13,2354 0,2490 

Eu 13,2178 0,2479 

Gd 13,2226 0,2482 

Tb 13,2129 0,2476 

Dy 13,1935 0,2464 

Ho 13,1820 0,2457 

Er 13,1755 0,2453 

Tm 13,1673 0,2448 

Yb 13,1459 0,2435 

Lu 13,1475 0,2436 

 

 78



Tabla 16: Constantes de Madelung ( )cristalA obtenida para la serie 

 dado el parámetro de estructura “x” 62 NaLnBrCs

Lantánido cristalA  x 

La 13,3556 0,2568 

Ce 13,3165 0,2542 

Pr 13,3027 0,2533 

Nd 13,3058 0,2535 

Pm 13,2842 0,2521 

Sm 13,2528 0,2501 

Eu 13,2338 0,2489 

Gd 13,2386 0,2492 

Tb 13,2338 0,2489 

Dy 13,2145 0,2477 

Ho 13,2049 0,2471 

Er 13,1968 0,2466 

Tm 13,1886 0,2461 

Yb 13,1690 0,2449 

Lu 13,1723 0,2451 
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Tabla 17: Constantes de Madelung ( )cristalA obtenida para la serie 

 dado el parámetro de estructura “x” 62 KLnFCs

Lantánido cristalA  x 

La 12,9939 0,2346 

Ce 12,9373 0,2314 

Pr 12,9159 0,2302 

Nd 12,9195 0,2304 

Pm 12,8907 0,2288 

Sm 12,8454 0,2263 

Eu 12,8198 0,2249 

Gd 12,8234 0,2251 

Tb 12,8179 0,2248 

Dy 12,7903 0,2233 

Ho 12,7755 0,2225 

Er 12,7625 0,2218 

Tm 12,7514 0,2212 

Yb 12,7234 0,2197 

Lu 12,7290 0,2200 
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Es posible además obtener una relación matemática con cuatro 

decimales de precisión para la constante de Madelung de estas elpasolitas de 

acuerdo a la definición propuesta en el punto II.6, para . En el capitulo II.7 

se definió “x” como un parámetro de estructura libre, el cual está dado en 

coordenadas reducidas respecto a la celda unitaria y por tanto es adimensional. 

Para esto se ajustó el resultado obtenido para las cinco series de datos que se 

presentan en las tablas 13 a 17, donde se conoce la constante de Madelung 

para cada uno de los cristales. El resultado es una ecuación que se presenta a 

continuación: 

cristalA

[ ]
3

2

095457,368

747975,211047643,21030387,11

x

xxxAcristal

⋅−

⋅+⋅−=
  (2.40) 

La función  tiene una correlación de valor uno. [ ]xAcristal

y por tanto, la energía de Coulomb puede determinarse haciendo uso de la 

ecuación descrita en II.6: 

 
( ) [ ]cristal

Av
coulomb A

xR
NexRE
0

2

42
1

πε
⋅

−=
   (2.41) 

siendo R el parámetro de red. 
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El siguiente gráfico (figura 11) ilustra  como se comporta la función 

 (azul).  Se presentan además los puntos calculados con los cuales 

se realizó el ajuste (rojo).  

[ ]xAcristal

Figura 11: [ ]xAcristal  para elpasolitas. 
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II.11  Conclusiones 

 En este Capítulo, hemos realizado un análisis, en cierta medida 

exhaustivo de familias de elpasolitas del tipo Cs , , 

,  y , para iones lantánidos trivalentes positivos, 

caracterizados en el rango de números atómicos que se indica: 

.  En los extremos se producen situaciones especiales, de 

modo que la capa de valencia para estos es la que se indica a continuación: 

 y 

62 NaLnF NaLnClCs

NaLnBrCs NaLnFRb KLnFCs

( )−≤≤

[ ] 21

63

62 62 62

LuLaZ 7157

5457 65: sdXeLa [ ] 2114

[ ]3+

[ ] 143+

7058

5471 654: sdfXeLu .  En estas situaciones, para los 

iones trivalentes positivos, observamos que para , es decir un 

seudo-gas noble y en el otro extremo, tenemos:  

(configuración con referencia a la penúltima capa, completa).  Una situación 

distinta ocurre para los iones lantánidos intermedios en el rango 

XeLa 5457 :

5471 4: fXeLu

≤≤ Z

131−

, en 

el cual, se aprecia directamente que la penúltima capa corresponde a 

configuraciones electrónicas del tipo:  (es decir, capa incompleta). 4 f

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )133

70

123
69

113
68

103
67

93
66

83
65

73
64

63
63

53
62

43
61

33
60

23
59

13
58

4

,4,4,4,4},4,4

,4,4,4,4,4Pr,4

fYb

fTmfErfHofDyfTbfGd

fEufSmfPmfNdffCe

+

++++++

++++++

 

 Hemos realizado un  barrido por una serie de elpasolitas, las cuales han 

sido reportadas, con diversos grados de aproximación en la literatura.  El 
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modelo de cálculo adoptado por este enfoque fue pioneramente reportado por 

Born-Mayer-Buckingham (B-M-B).  Como lo señalamos en detalle en el texto, el 

modelo supone razonable, el particionar la energía reticular (esta magnitud 

energética está referida a la formación del cristal a partir de sus iones 

constituyentes, éstos últimos en fase gaseosa.  Estos procesos son, desde un 

punto de vista de la termodinámica exergónicos).  Esta magnitud energética, en 

el modelo B-M-B., es considerada como la suma de tres contribuciones 

diagonales, del tipo:  (Coulomb), (van der Waals) y (Born).   Trabajos 

realizados por Marx y colaboradores [19, 26, 27], se refieren a estructuras del 

tipo 

 

CE E E

,,,,,,, NaYBrCsNaYClCsNaBiClCsLiLuClCsLiYClCsNaGaFKNaScFK

,,, KTbClCsKEuClCsNaHoBrCsLiLuClCs

( )E

E

VW B

62626262

62626262626262

,,, KTbClCsKEuClCsKScClCsNaHoBrCs

 Como es posible apreciar, solo para los cristales tales como: 

, Marx y colaboradores realizaron 

cálculos explícitos para la estimación de las energías coulómbicas .   

62626262

C

 Adicionalmente, para los sistemas , los trabajos de 

este autor, reportan valores para la energía reticular, empleando un esquema 

de cálculo diagonal como el esbozado en los párrafos anteriores. Para estos 

cristales los valores calculados de energías de  Coulomb,( ) son exactamente 

6262 , NaGaFKNaScFK

C
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los mismos, dado el mismo conjunto inicial de parámetros. Las diferencias 

aparecen a nivel de las estimaciones de las energías de Born y van der Waals.   

 Para efectos ilustrativos, consideraremos estas dos estructuras del tipo 

elpasolitas (con la penúltima capa incompleta).  El conjunto de datos de Marx y 

colaboradores y los estimados en esta tesis, se informan a continuación: 

Valores comparativos de energías reticulares y contribuciones1, 2.  Las energías 

se reportan en KJ/mol 

Elpasolita CE BornE WVE − ticularERe

62 NaScFK -9.168,40 +1.309,70 

[1.310,10]

-303,30 

[-309,10]

-8.162 

[-8.168]

62 NaGaFK -9.681,20 +1.366,10 

[1.366,27]

-397,70 

[-408,60]

-8.712,80 

[-8723,70]

1: Marx y colaboradores [19, 26, 27] 

2: Este trabajo 

 Podemos apreciar una cierta sensibilidad a nivel de las energías de van 

der Waals, con diferencias del orden de: 5,80 y 10.9, entre los valores de esta 

tesis y los estimados por Marx y colaboradores.  Un  análisis exhaustivo del 

trabajo realizado por estos autores, nos sugiere que estas diferencias pueden 

ser explicadas razonablemente a partir de los valores de  , los cuales 

aparecen en el cálculo de los coeficientes de van der Waals C , ver ec. (2.26), 

effN

, ji
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en la cual aparecen, adicionalmente las polarizabilidades dipolares asociadas a 

los pares de iones en cuestión ( ).   En principio, el origen de los valores de 

 corresponde, idealmente al número de electrones de la capa de valencia.   

ji,

Neff

 No obstante, la experiencia de una serie de investigadores en esta área, 

sugiere que los valores a ser empleados en la expresión de Slater-Kirwoood   

(S-K), resultan ser menores que los electrones de la capa de valencia y 

ciertamente deben incluirse otras consideraciones para su estimación.  En 

efecto, al observar la ecuación S-K, vemos que aparecen en términos del tipo 

effk N/1 α , donde .  Existe, en la literatura un artículo “inter- and 

intramolecular forces and molecular polarizability”, cuyo autor es K.S.Pitzer [29], 

en el cual se avanzan elementos significativos para orientar la metodología a 

emplear sí desea estimar estos números efectivos de electrones por unidad de 

volumen, más susceptibles de influencias los valores de las polarizabilidades 

electrónicas.   Este autor, argumenta “Thus in making a very similar treeatment 

a few years ago, in which slightly different empirical potentail were used, this 

autor (K.S.Pitzer) found substantially smaller effective - values”   Por esta 

razón, un valor relativamente crudo para , es potencialmente capaz de 

producir una estimación, relativamente razonable para la estimación de los 

coeficientes asociados al potencial en el modelo de Slater-Kirwood.  De igual 

forma, la selección del promedio entre el número total de electrones y el número 

de electrones de la capa de valencia, parece arrojar valores apropiados para 

jik ,=

N

N
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gases nobles.  Estos potenciales empíricos para moléculas fueron obtenidos 

bajo el supuesto de centros de atracción simples.  Este supuesto, aparece 

como satisfactorio para , solo razonable para  y pobre para .  Es 

interesante, señalar que aún para el caso de metano (cuya forma, podemos 

suponerla relativamente esférica, el hecho de que algunos átomos están más 

bien cercanos a la superficie más externa cuando se compara con el centro, 

puede tener una importancia no menor.  Las distancias inter-atómicas más 

próximas son con una dependencia del tipo 

2H 4CH 2Cl

6−R  en el potencial en cuestión. Es 

también importante indicar que este punto ha sido abordado por diversos 

autores, los cuales se han abocado a estimaciones de potenciales 

intermoleculares en diversos modelos físicos.  En resumen, este tema sigue 

abierto a la discusión académica y precisaremos de un cuidado especial en los 

valores que emplearemos para los sistemas que nos interesa modelar, en 

nuestro caso, elpasolitas estequiométricas. El lector es referido al trabajo de 

Pitzer [29] para obtener  una representación intelectual más cercana a la 

realidad, en todo lo relacionado con estos potenciales y otros por ejemplo, la 

propuesta de Lennard-Jones, etc.  Existe otro trabajo de interés, de los autores 

Scott y Scherega [21], los cuales focalizan su atención al desarrollo de métodos 

de cálculo con referencias a barreras rotaciones internas, con aplicaciones a 

moléculas poliatómicas en el rango 1 54≤≤ Z

N

 para los átomos constituyentes 

del sistema de N-cuerpos. En este artículo, ver Figura 1, se grafica la curva  eff
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v/s Z.  Nuestro problema aparece, por cuanto para las elpasolitas consideradas 

en este capítulo, los valores de Z (Número atómico) son superiores al valor 

correspondiente al gas noble .Xe54
  Precisamos en consecuencia, el valor 

de  para , estimando el valor a partir de la relación: effN Rn86 ( ) 46686
2

=+
1

N

182 ≤≤ Z 86

.  

Siguiendo esta metodología, podemos encontrar los valores de  y 

posteriormente, podemos por medio de un simple ajuste en el rango:                

(a)  y  (b) 18

eff

≤≤ Z

ZZNeff +=

, NaGaFKNaScFK

.  De esta forma, nuestro trabajo sugiere los 

siguientes ajustes: 

(A) .   20109375,075625182 ≤≤ Z ,014375,0 +

(B)     8618 ≤≤ Z 32 00007514,001351643,028724591,052932353,18 ZZZNeff −+−=

Estimamos que los valores de , empleados por Marx y colaboradores 

para las estructuras  adolecen de fallos y al comparar, 

obtenemos el listado que se indica a continuación:  

effN

6262

[ ]
]83594,7[00,8:,]3755,20[00,19:

,]762,17[40,14:,]4357,17[50,17:,78594,900,10:
3

3

−+

+++

FGa
ScKNa

 

 La argumentación dada, explica razonablemente las sensibilidades y 

diferencias que se evidencian, cuando se desea estimar las energías de van der 

Waals, empleando la ecuación de Slater-Kirwood.  Con relación a los calores de 
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formación asociados a estos cristales, estimamos innecesario recalcularlos en 

nuestro modelo, por cuanto las diferencias están esencialmente alojadas en las 

energías de van der Waals (valores en módulo, relativamente pequeños pero 

con importancia física, tal cual lo hemos sugerido en la discusión de este 

Capítulo).   Finalmente, realizamos una revisión bibliográfica exhaustiva para 

encontrar valores de calores de formación experimentales asociados a las 

familias de elpasolitas , , ,  y 

, la cual resultó infructuosa, no obstante una inspección de naturaleza 

empírica nos sugiere que los ordenes de magnitud que reportamos en esta 

tesis, son correctos.  Hemos diseñados los ciclos termoquímicos de Born-Haber 

y empleado datos de la literatura, obtenidos experimentalmente en condiciones 

estándares de operación (  y ).  Una complicación relativa a los 

valores de electroafinidades (EA), dice relación con estos valores son muy 

escasos y cuando se conocen es por el expediente simple de conocimiento de 

algún ciclo termoquímico de interés.  Para los Halógenos, los valores asociados 

a los procesos de representación: 

62 NaLnFCs NaLnClCs NaLnBrCs NaLnFRb

KLnFCs

0

63 62 62

62

atm1 C25

( ) ( )−− EAgXegX +→+1 , son conocidos.  
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CAPITULO III 

 

INTERACCION RADIACION – MATERIA.  

PROCESOS MONOFOTONICOS Y BIFOTONICOS 
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III.1 - Introducción. 

En este Capítulo se analizan los principios básicos del Hamiltoniano de 

interacción radiación - materia y los términos de la expansión multipolar con 

sus respectivos elementos matriciales y reglas de selección. Se estudian, 

desde un punto de vista formal, procesos radiativos que involucran a uno y dos 

fotones. 

Las diversas técnicas del análisis instrumental y sus principios básicos 

son analizadas desde un punto de vista de la mecánica cuántica, en lo que dice 

relación con la cuantización de la interacción radiación - materia. Enfocaremos 

nuestra discusión a los aspectos formales de espectroscopia de uno y de dos 

fotones (IR, Luminiscencia y Raman).  

 

III.2 – Interacción Radiación – Materia. 

El tratamiento clásico de la interacción radiación - materia ha sido 

desarrollado por diversos autores en la literatura [1].  En efecto, la descripción 

clásica del campo de radiación en el vacío se obtiene a partir de la resolución 

de las ecuaciones de Maxwell - Lorentz, que se indican a continuación: 



( ) ( )
( ) ( ) (

( )
( )4.1.30

3.1.34

2.1.341

1.1.301

rrr

rr

rrrr
)

rrrr

=⋅∇

=⋅∇

=∂∂−×∇

=∂∂+×∇

H

E

jctEcH

tHcE

πρ

π
 

Donde ρyjHE
rrr

,,   representan el campo eléctrico, campo magnético, 

densidad de corriente y densidad de cargas, respectivamente.  La resolución 

de las ecuaciones anteriores, es posible realizarla introduciendo el campo 

vectorial A
r

 y el campo escalar φ .  Es directo, inferir las identidades vectoriales:  

( )
( ) ( )2.2.31

1.2.3

tAcE

AH

∂∂−∇−=

×∇=
rrr

rrr

φ
 

Es conveniente introducir el “gauge” de Lorentz, el cual deja invariante 

las ecuaciones del electromagnetismo clásico, con respecto de 

transformaciones relativistas. En estos términos, se satisface la condición:  

( ) ( )3.301 =∂∂+⋅∇ tcA φ
rr

 

La introducción del gauge de Lorentz, en las ecuaciones (3.1.2) y (3.1.3) 

nos conduce a las identidades: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2.4.341

1.4.341
2222

2222

πρφφ

π

=∇−∂∂

=∇−∂∂

tc
jcAtAc
rrr
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En el vacío  y 0=j
r

0=ρ , lo cual nos permite inferir que tanto el 

potencial vectorial como el escalar, corresponden a una onda electromagnética 

que se propaga a la velocidad de la luz, es decir: 

( ) ( )
( ) ( )2.5.31

1.5.31
2222

2222

tc
tAcA

∂∂=∇

∂∂=∇

φφ

rr

 

A continuación, Introduzcamos una función escalar arbitraria, digamos 

χ  y las  transformaciones: 

( )
( ) ( )2.6.31

1.6.3

0

0

tc
AA

∂∂+=
∇−=

χφφ
χ
rrr

 

Cuando las relaciones anteriores, se sustituyen en el “gauge” de 

Lorentz, vemos que  satisface los requerimientos matemáticos, siempre y 

cuando la función arbitraria 

0A
r

χ , sea compatible con una solución del tipo onda 

electromagnética. 

En nuestras transformaciones anteriores es siempre posible escoger la 

función χ  de modo que 0=φ . Bajo estas condiciones, concluimos que el 

campo de radiación en el vacío satisface las condiciones: 

( )
( )

( ) ( )3.7.31

2.7.30

1.7.30

2222 tAcA

A

∂∂=∇

=⋅∇

=

rr

rr
φ
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por cuanto   y 0
rr

=j 0=ρ . 

Las soluciones generales de la ecuación (3.7.2) son de la forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )8.3, **∑ +=
λ

λλλλ rAtqrAtqtrA rrrrrr
 

En la expresión anterior, el asterisco indica el conjugado y de igual forma 

se cumple: ( ) ( )[ ]wtrkirA −⋅=
rrrrr

λλλ ν exp  

En la ec (3.8). La sumatoria se realiza sobre todos los modos normales 

asociados al campo de radiación y también λν
r   y λk

r
, representan los vectores 

de polarización y de ondas asociados al modo normal −λ ésimo.  A partir de la 

ec(3.7.2), se demuestra que en el caso de una onda plana que se propaga 

linealmente, se cumple que los vectores de polarización y de ondas son 

ortogonales entre sí, para cada uno de los modos normales del campo de 

radiación.   Lo anterior, se traduce en que se satisface la identidad:  

( )9.3,0 λν λλ ∀=⋅k
rr

 

En el caso de ondas polarizadas linealmente, se introduce la condición 

de normalización: 

( ) ( ) ( )10.34 2
λµµλ δπτ cdrArA =⋅∫

rrrr
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la cual corresponde a una condición de bi- ortonormalidad, en consecuencia es 

directo encontrar soluciones normalizadas del tipo:  

( ) ( ) ( )[ ] ( )11.3exp4 212 rkiucrA rrrrr
⋅= λλλ π  

En la expresión anterior, λur  es un vector unitario, caracterizado por una 

dirección perpendicular a la dirección de propagación del campo. 

Adicionalmente a lo señalado anteriormente, sabemos que en mecánica 

clásica, el operador de energía de Hamilton Ĥ , corresponde a una partición de 

dos términos por oscilador del campo de radiación, de modo que podemos 

escribir:  

( )( ) ( )12.321 222
λλλ

λλ
λ QwPHH +== ∑∑  

y las variables canónicas    y  , se definen por las relaciones: λP λQ

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )2.13.3

1.13.3
*

*

tqtqiwdtQdP

tqtqQ

λλλλλ

λλλ

−−==

+=
 

A continuación, al emplear las ecuaciones de Hamilton, que se indican a 

continuación:  

( )
( )2.14.3

1.14.3
dtQdPH
dtdPQH

λλλ

λλλ

=∂∂
−=∂∂
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estrategia que nos lleva a la representación del problema que estamos 

abordando, por medio de una función del tipo:  

( ) ( ) ( )15.32 *2 tqtqwHH λλ
λ

λ
λ

λ ∑∑ ==  

La sumatoria anterior corresponde al Hamiltoniano de un conjunto de 

osciladores armónicos. Es importante  resaltar que cuando se procede a 

cuantizar el campo de radiación, la dependencia del tiempo de los parámetros 

 y su conjugado desaparece. λq

La descripción cuántica del campo de radiación se realiza a partir de la 

formulación axiomática de la Mecánica Cuántica. En efecto, el Hamiltoniano 

cuántico se obtiene a partir de la función de Hamilton clásica haciendo uso del 

principio de Correspondencia. De esta forma  los operadores clásicos de 

momentum lineal, son reemplazados por los respectivos operadores cuánticos, 

a saber:  ( )∇−
r

π2hi  

Sea  el Hamiltoniano que representa el campo  de radiación aislado y rH

tφ  un conjunto completo de funciones propias de . rH

Las ecuaciones de valores propios son escritas de la forma: 

( )16.3tttr EH φφ =           donde,   ∑=
λ

λrr HH
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H

El hamiltoniano , es expresable como una suma de Hamiltonianos del 

tipo , lo cual sugiere el uso de funciones del tipo producto:  

rH

λr

( )17.3∏=
λ

λφφ tt  

por lo tanto, los valores propios de la ec (3.16) corresponden a una expresión 

del tipo que se indica:  

( )18.3∑=
λ

λtt EE  

De lo mencionado anteriormente, se infiere que cada uno de los modos 

normales asociados al campo de radiación, le corresponde una ecuación de 

valores propios, como la que se indica a continuación:  

( )19.3λλλλ φφ tttr EH =  

Donde  es el típico Hamiltoniano correspondiente a un oscilador 

armónico cuántico. Es directo, inferir que las funciones propias de la ecuación 

(3.19) pueden expresarse en términos de los polinomios asociados de Hermite 

[2], con valores propios de la forma:  

λrH

( )( ) ( )20.3221 λλλ π whnEt +=  



 101

−

En la expresión anterior,  es el número cuántico vibracional y  

corresponde a la velocidad angular asociada al modo normal 

λn λw

λ ésimo del  

campo de radiación. 

Existen, sin embargo, ciertas limitaciones que es preciso considerar en 

cierto detalle: 

(a) La descripción del campo de radiación realizada es análoga a la 

correspondiente a un oscilador armónico multidimencional,  para el cual 

es posible definir un conjunto de coordenadas Q  y de momenta . λ λP

Q

(b) Este paralelismo en la descripción del campo de radiación es sin 

embargo, puramente formal puesto que el sentido físico de las 

coordenadas  es poco transparente y la naturaleza de  las funciones 

propias es bastante poco conocida. 

λ

(c) De la ec (3.20) vemos que para 0=λn  y dada la existencia de un número 

infinito de osciladores, la energía en el punto cero tendería a infinito. Es 

posible argumentar, en favor o en contra de la existencia de un valor 

infinito para la energía en el punto cero, sin embargo, resulta más 

convincente reformular la teoría de modo que esta energía en el punto 

cero tienda efectivamente a cero. 



Para estos efectos es común en la literatura redefinir el Hamiltoniano  

en la forma que se indica: 

λrH

( ) ( )[ ] ( )21.3221 222
λλλλλ π whQwPH r −+=  

Es interesante en este punto de la discusión, examinar las ecuaciones 

de Hamilton, ver ecs. (3.14.1) y (3.14.2). En efecto, observamos que la 

inclusión de la cantidad  ( ) λπ wh 2 H en el Hamiltoniano clásico  deja las 

ecuaciones de movimiento invariantes y en consecuencia es legítimo adoptar la 

estrategia señalada anteriormente. El uso  del Principio de Correspondencia y 

la resolución de las ecuaciones de valores propios, nos conduce a las energías: 

λr

( ) ( )22.32 λλλ π nwhEt =  , donde:   ∑=
λ

λtt EE

correspondiente a la ecuación deseada.  

De las propiedades matemáticas de las funciones del tipo oscilador 

armónico se desprenden una serie de propiedades de elementos matriciales 

que involucran los operadores Q  y , en la ec. (3.21), de modo que a partir 

de las ecs. (3.13.1) y (3.13.2) es inmediato encontrar expresiones para  y  

en términos de  y , por lo tanto podemos escribir:  

λ λP

*

Q P

λq λq

λ λ
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( ) ( )
( ) ( )2.23.3114

1.23.314
21*

21

++=

−=

λλλλλ

λλλλλ

π

π

nnwhnq

nnwhnq
 

Los operadores  y  tienen sentido físico, así observamos que  es 

un típico operador de aniquilación, en cambio  corresponde a un operador 

de creación. La interpretación física, se interpreta como se indica: los 

operadores de aniquilación dan cuenta de procesos de absorción de radiación, 

en cambio los operadores de creación representan procesos de emisión de 

radiación. 

λq *
λq λq

*
λq

En virtud de lo señalado anteriormente vemos que las funciones propias 

que describen el campo de radiación  pueden ser escritas de la forma: 

( )24.3,, 21 Kλλφ nnt =  

Es decir, la función de ondas tφ  que describe el campo de radiación  

depende de un conjunto de números cuánticos  { }nλ  cada uno de los cuales 

relacionado con un oscilador del campo de radiación cuya frecuencia es 

( )πλ 2w .  

En este sentido, un número cuántico dado mide, en unidades de 

( ) λπ wh 2 , la separación energética entre un estado excitado correspondiente a 

un oscilador del campo de radiación de frecuencia ( )πλ 2w  y el estado 
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fundamental. En otras palabras  corresponde al número de quanta con 

energía 

λn

( ) λπ wh 2 , para cada uno de los modos −λ ésimo del campo de 

radiación.  

En definitiva, la función de ondas, dada por la ec (3.24) nos indica la 

existencia de  fotones de la especie 1λn 1λ  y  fotones de la especie 2λn 2λ , …., 

etc.   

La próxima etapa de esta exposición, consiste en el estudio del 

Hamiltoniano de interacción radiación – materia, tema que analizaremos 

formalmente:  

En términos generales la situación anterior puede ser descrita utilizando 

un Hamiltoniano de la forma: 

( )25.3intHHHH rfmol ++=  

es decir, como una suma de tres contribuciones, a saber:  

(a) : Hamiltoniano del sistema molecular aislado.  molH

(b) : Hamiltoniano del campo de radiación aislado. rfH

(c) : Hamiltoniano de interacción.  intH
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La forma de obtener  el Hamiltoniano de interacción consiste en escribir 

la función de Hamilton clásica y posteriormente hacer uso del Principio de 

Correspondencia para obtener la representación cuántica.  
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Así, de la teoría clásica del electromagnetismo, sabemos la fuerza que 

actúa sobre una partícula de masa m y velocidad r  que se mueve bajo la 

acción de un campo electromagnético está dada por la expresión [2, 3]: 

( )( )[ ] ( )26.31 HvcEeF
rrrr

×+=  

De las ecs (3.2.1) y (3.2.2) podemos re - escribir F
r

 de la forma que se 

indica a continuación: 

( ) ( ) ( )[ ][ ] ( )27.311 AvctAceF
rrrrrr

×∇×+∇−∂∂−= φ  

La expresión anterior para F
r

 puede ser fácilmente obtenida de la 

función de Hamilton clásica definida por la relación: 

( )28.3
2
1 2

φeA
c
ep

m
H +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

rr
 

por simple utilización de las ecuaciones canónicas de Hamilton. 

Generalicemos el resultado anterior a un sistema constituido por N 

partículas bajo la acción de un campo electromagnético externo. Es inmediato 

obtener la  siguiente representación para el Hamiltoniano del sistema: 



( ) ( )29.321
2

∑ ∑ ++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

j j
jjjjj VeA

c
epmH φ
rr

 

y al aplicar el Principio de Correspondencia ( ) jj hip ∇−→
rr π2 , obtenemos la 

expresión general:  

( ) ( )[ ( )] ( )

int
2

2

2

222 30.32
2

18

HHeA
c
e

AA
ic
e

m
VmhH

molj
j

jj
j

jjjj
j

j jj
jj

+=+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+∇⋅+⋅∇
⎩
⎨
⎧
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∇−=

∑

∑∑

φ

π

r

rrrrh

 

Es interesante observar que cuando se aplica el “gauge” de Lorentz,       

ver ec. (3.3), es siempre posible escoger 0=φ  y en consecuencia describir el 

potencial de interacción exclusivamente en términos del potencial vectorial A
r

, 

sometido a la condición ( )0
rrr

=⋅∇ A , con lo cual para 0=φ , el “gauge” de Lorentz 

se confunde con el “gauge” de Coulomb. 

Con lo anterior la ec. (3.30) adopta la forma siguiente: 

( ) ( )31.3
2

2
2

2

int ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∇⋅−=

j
j

j

j
j

j

j A
cm

e
A

icm
e

H
rrrh

 

En la descripción de la mecánica cuántica del campo de radiación 

resulta conveniente redefinir el vector de ondas jk
r

. 
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Para estos efectos lo definiremos como un vector cuya dirección 

proporciona la dirección de propagación del fotón y cuya magnitud es igual a la 

energía del fotón. 

La ec. (3.8) toma la forma que se indica a continuación: 

( ) ( ) ( ) ( )32.3expexp4 *212

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅= ∑ jjj rk

c
iqrk

c
iqucA rr

h

rr

h

rr
λλλλ

λ
λπ  

Al combinar las ecs (3.31) y (3.32) obtenemos el Hamiltoniano de 

interacción radiación – materia, cuya forma es la que se indica:  

( ) ( ) ( )33.32
int

1
intint HHH +=  

Es importante, enfatizar que la expansión del Hamiltoniano de 

interacción da origen a términos diversos, de primer y segundo orden, es decir, 

procesos monofotónicos y bífotónicos. Los procesos monofotónicos dan cuenta 

de la absorción y/o emisión de  un fotón,  en cambio los procesos bífotónicos 

(probabilidad menor que los monofotónicos), involucran  términos de diversas 

complejidades tales como:  

(a) Emisión simultánea de dos fotones. 

(b) Absorción simultánea de dos fotones. 

(c) Absorción y emisión simultánea de dos fotones. 
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Las correcciones de primer y segundo ordenes son expresables de la 

forma siguiente: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )34.3expexp2 *
21

1
int jjj

j j

j urk
c
iqrk

c
iq

m
e

i
H ∇⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅−= ∑∑

rrrr

h

rr

h

h
λλλλλ

λ

π

 

y de igual forma los términos de segundo orden son expresables como: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅−

+
⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+⋅= ∑

j

jj

j
j j

j

rkk
c
iqq

rkk
c
iqqrkk

c
iqq

rkk
c
iqquu

m
e

H

rrr

h

rrr

h

rrr

h

rrr

h

rr

µλµλ

µλµλµλµλ

µλµλµλ
µλ

π

exp

35.3expexp

exp2

**

**

,,

2
int

 

En relación a los términos de segundo orden, vemos que el primer 

término del miembro de la derecha de la ecuación anterior involucra dos 

operadores de aniquilación, es decir describe un proceso en el cual dos fotones 

de frecuencias  y  son absorbidos simultáneamente. El segundo 

término corresponde a un proceso bifotónico en el cual un fotón de energía  

es absorbido y otro de energía   es emitido simultáneamente. El tercer 

término  corresponde a un proceso en donde un fotón de energía  es 

emitido y otro de energía  es absorbido en forma simultánea y finalmente el 

λwh µwh

λhw

w

w

wh

µh

λh

µ
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cuarto y último término, corresponde a un proceso en el cual dos fotones de 

energías   y   son emitidos simultáneamente. λh µh

 

III.3 - Transiciones electrónicas. Regla de oro de Fermi. Número Dos. 

Examinemos sucintamente, las bases de la Regla de Oro de Fermi, la 

cual nos proporciona información en relación a las probabilidades de transición 

electrónica. 

Las ideas básicas se derivan de la teoría de perturbaciones dependiente 

del tiempo [1 - 4] 

Se trata de resolver la ecuación de ondas: 

( )36.3tiH ∂∂= φφ h  

donde;  siendo ( ) ( )10 HHH λ+= ( )1H  una perturbación pequeña sobre las 

funciones propias y valores propios del Hamiltoniano de orden cero ( )0H  . Esta 

perturbación es dependiente del tiempo y su forma será explicitada a lo largo 

de esta discusión. De igual forma suponemos que las funciones propias del 

Hamiltoniano H son expresables por medio de las series infinitas: 

( ) [ ] ( )37.3exp∑ −=
k

kkk tiEtb hψφ  



Satisfaciéndose las ecuaciones de valores propios de orden cero. 

( ) ( )38.30
kkk EH ψψ =  

donde, { }kψ  es una base bi ortonormal completa en el espacio de Hilbert. 

La Introducción de la ec. (3.37) en (3.36) nos conduce al conjunto de 

ecuaciones acopladas: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )39.3exp1∑ ∆−−=
k

kmmkkm tiHtbidttdb hh λ  

y  y mkkm EE −=∆ ( ) ( )
kmmk HH ψψ 11 =   De la identidad (3.39) se observa que el 

efecto neto de la perturbación ( )1H  es acoplar todas aquellas funciones propias 

de ( )0H  para las cuales los elementos matriciales ( )1
mkH  sean distintos de cero.  

De la ec. (3.37) es evidente que se satisface la condición de 

normalización: 

[ ] ( ) ( )40.3exp1 2

,

* ∑∑ =∆−==
k

k
mk

kmmkmk tbtibb hδψψ  

Con el propósito de describir correcciones de primer y segundo orden es 

conveniente introducir una expansión de los coeficientes b  de la forma 

siguiente: 

( )tk
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( ) ( ) ( )41.3∑=
l

l
k

l
k tbtb λ , donde l =0, 1, 2, 3, …….. 

La incorporación de la ec. (3.41) en (3.39) nos conduce a diversos 

órdenes de aproximación, a saber: 

Orden Cero:      ( ) ( )1.42.300 =dtdbm  

Orden Uno:       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2.42.3exp101 ∑ ∆−=

k
mkmkkm tiHtbidtdb hh  

Orden Dos:        
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )3.42.3exp112 ∑ ∆−=

k
mkmkkm tiHtbidtdb hh  

y así sucesivamente, se obtienen correcciones de ordenes superiores. 

La obtención de soluciones únicas para las ecuaciones anteriores exige 

la introducción de condiciones de borde las cuales se escogen en conformidad 

con el problema físico que deseamos resolver. Así para un tiempo dado, 

digamos t que difiera en una cantidad infinitesimal de t = 0, podemos suponer 

que el sistema está descrito por un estado estacionario, digamos 0ψ . 

Observe que 0ψ  no tiene por que representar el estado fundamental, no 

obstante que, en las aplicaciones corrientes se le otorga este sentido. De esta 

forma, para t = 0, podemos suponer que la perturbación comienza a actuar 
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sobre el sistema existiendo una probabilidad finita de ocurrencia de una 

excitación electrónica dada. 

Examinemos los ordenes uno y dos y las probabilidades asociadas: 

(A) Orden Uno: Para t < 0, hasta un valor que difiere en una cantidad 

infinitesimal del valor  t = 0, suponemos al sistema descrito por la función de 

ondas del estado estacionario 0ψ , de modo que de la condición de 

normalización dada por la ec. (3.40), vemos que: ( ) 2
0 0b   es prácticamente la 

unidad y en consecuencia ( ) 10 ( ) 000 ≠∀= k
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0 =b  y b . En orden cero, vemos 

en consecuencia que: 

k

( ) ( )0 ( ) ( )0100 =b  y 000 ≠∀= kbk . 

  De la ec. (3.42.2) obtenemos directamente una expresión del tipo: 

( ) ( ) [ ] ( )1.43.3exp 00
1 hh tiHidtbd mmm ∆−=  

Por razones de simplicidad en la discusión, consideraremos el caso más 

simple para el cual ( )1H  sea independiente del tiempo. Es posible observar que 

aún en el caso en que ( )1H  sea una  perturbación constante para t > 0, la 

perturbación total para el rango desde  t < 0 hasta t > 0 será dependiente del 

tiempo, por cuanto ( )1H  se comporta como una función del tipo escalón para     

t = 0. En el caso de una perturbación periódica la identidad (3.43.1) puede ser 

integrada trivialmente para obtener el resultado: 



( ) [ ] ( 2.43.3
exp1

0

0
0

1

m

m
mm

ti
Hb

∆
)∆−

=
h

               para      00 ≠∆m

Del resultado anterior es inmediato encontrar la probabilidad de hallar al 

sistema en el estado m en  un tiempo dado t, para lo cual nos basta tomar el 

producto: ,  donde  ( ) ( )* tbtb mm
( ) ( )10

mmm bbb +=  obteniendo el resultado siguiente: 

[ ] ( )3.43.3cos12 2
0

0*
00

*

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∆
∆−

=
m

m
mmmm

tHHbb h
 

Por otra parte, tenemos la conocida relación νhE = , de modo que la 

expresión anterior es expresable como: 

[ ]
( )

( )
( )

( )4.43.342cos12 2
0

2
0

2
*

002
0

2
0*

00
*

νν
ννπ

νν
ννπ

−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−

=
m

m
mm

m

m
mmmm h

tsenHH
h

tHHbb

 

es decir: 

( )
( )

( )5.43.31
2

0
2

0
2

*
002

*

νν
ννπ

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

m

m
mmmm h

tsenHH
h

bb  

En la expresión anterior, es necesario señalar que las energías de los 

estados 0  y m , corresponden a energías totales, es decir del sistema 

molecular y del campo de radiación. 
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Escribamos, en consecuencia la expresión anterior de la siguiente 

forma: 

( )
( )

( )6.43.31
2

0
2

0
2

2
02

*

ννπ
ννπ

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

m

m
mmm

tsenH
h

bb  

siendo 00 ννν −= mm  y ν  es la frecuencia de la luz. Sí escribimos 

( )tx m ννπ −= 0 , en consecuencia la expresión anterior se expresa de la forma 

siguiente: 

( )7.43.31
2

2
22

02
*

x
xsentH

h
bb mmm ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

Sí tomamos el límite de la expresión anterior cuando x tiende a cero, 

vemos por la Regla l`Hopital, que la identidad anterior varía de acuerdo a .  2t

Esta conclusión no tiene asidero físico y adicionalmente la línea de 

absorción 0mν  tiene un ancho natural (El estado excitado m  tiene asociado un 

valor de vida media, digamos t∆  y esta propiedad del estado está relacionada 

con el ancho natural del pico espectral  que denotaremos por ), por medio 

de una relación del tipo: 

W∆

( )( )W ht >∆∆ . Para el caso de una vida media radiativa 

correspondiente a una absorción permitida por paridad t∆  es del orden de 10-9 

segundos, con lo cual el ancho natural es mayor o igual a  cm3105 −⋅ -1. 
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Retomemos la discusión de la ec (3.43.6); Introduzcamos la densidad de 

energía del estado final ( )E∝ρ 1  y al integrar a lo largo de la línea de 

absorción obtenemos la probabilidad total de absorción. Para estos efectos 

sabemos que la contribución mayor a esta probabilidad proviene del caso en el 

cual νν →0m , con lo cual podemos, para efectos prácticos, reemplazar los 

límites de integración a 
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∞−  y . De esta forma para la energía 0mhν∞+ , 

podemos considerar la densidad de energía como sí fuese una constante. 

En definitiva y aprovechando las propiedades de la delta de Dirac, es 

decir: 

( ) 1=∫
+∞

∞−

dxxδ , 

obtenemos entonces que  la probabilidad total por unidad de tiempo es de la 

forma: 

( ) ( ) ( )44.32 2
0

1
0 EH

h
W mm ρπ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

expresión que corresponde a la “Regla de Oro" de Fermi número 2. Orden dos: 

Las probabilidades de transición en segundo orden, pueden ser obtenidas en 

forma análoga al procedimiento anterior, lográndose expresiones de la forma 

siguiente: 



( ) ( ) ( )45.32 2
0

2
0 EK

h
W mm ρπ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  , donde ∑ −

=
k k

mkk
m EE

HH
K

0

0
0  

Las implicancias de las expresiones (3.44) y (3.45) serán motivo de 

estudio posterior en esta tesis. 

 

III.4 – Procesos Monofotónicos. 

En esta sección retomaremos el estudio de las ecs (3.34) y (3.44) para 

el caso de procesos monofotónicos, para los cuales existe creación y/o 

aniquilación de un fotón. La ec. (3.34) nos entrega los términos de interacción 

radiación - materia, aplicables a estos procesos. Un análisis directo de estas 

ecuaciones nos indica que todos los operadores involucrados son 

independientes del tiempo. Adicionalmente, este es un típico ejemplo de un 

Hamiltoniano el cual representa un espectro de valores propios discretos 

(sistema molecular) inmerso en un continuo (campo de radiación). Bajo estas 

circunstancias, es razonable hacer uso de la teoría de perturbaciones en primer 

orden para evaluar la probabilidad de transición entre estados estacionarios del 

sistema molecular. 

 En efecto, sí el sistema está en el estado estacionario descrito por Aψ  

existirá una probabilidad distinta de cero de encontrar al sistema, después de 

 116



un tiempo t, en otro estado estacionario distinto, digamos Bψ  si se satisfacen 

dos condiciones simultáneamente: 

(a)  Los elementos de matriz ( )
BA H ψψ 1

int  son distintos de cero y (b) Si las 

energías de los estados Aψ  y Bψ  son iguales o casi idénticas. Es necesario 

enfatizar que los dos estados difieren en la energía de un fotón absorbido del 

campo de radiación o viceversa, entonces la energía de los dos estados 

permanecerá invariante satisfaciéndose la condición (b). Con respecto de la 

condición (a), ésta se satisface al describir las funciones del campo de 

radiación en el contexto de la aproximación del oscilador armónico, de modo 

que los elementos matriciales que involucran estos estados Aψ  y Bψ  difieran a 

lo máximo en una unidad. 

Para efectos ilustrativos designaremos las funciones propias y valores 

propios de la siguiente forma: ijψ  y , para describir los estados estacionarios 

del sistema. En esta notación el sub índice "i" se refiere al sistema molecular y 

el sub índice “j” se referirá a la estructura del campo de radiación. 

ijE

Recordemos que las funciones del campo de radiación las simbolizamos 

por los kets: K,, 21 λλ nn , donde los números  indican el número de fotones 

de cada una de las especies. 

inλ
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Así para el estado ( )λn,0  designaremos las funciones y valores propios, 

en notación obvia de acuerdo a: 

( 1.46.300 λλ
)φψ nn =Ψ    y en consecuencia:  λλλ

wnEE n h+= 00

y en la aproximación armónica los únicos estados conectados al estado ( )λn,0  

son los estados  y ( )+1, λnm ( )1, −λnm . 

En nuestro caso, la ec (3.37) adopta la forma: 

( ) ( ) [ ]
( ) [ ] ( )

( ) [ ]∑

∑

−−−

+++

−

+−

+−=Ψ

λ

λ

λλλ

λλλ

λλλ

ψ

ψ

ψ

,
111

,
111

00

exp

2.46.3exp

exp

m
mnmnmn

m
mnmnmn

onnn

tiEtb

tiEtb

tiEtbt

h

h

h

 

de donde la identidad análoga a la ec (3.43.3) es la que se indica a 

continuación: 

[ ]
( )

( )47.3cos10,0,2 2
0

0
1

*
1

*
11

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

±∆
±∆−

= ±±±±
λ

λ
λλ λλλλ w

twnHnHbb
m

m
mnmnmnmn

h

hh
 

Recordando que para funciones del tipo oscilador armónico se cumplen 

las identidades [3] 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2121*

2121

211

48.3211

+=+

+=+

nwnqn

nwnqn

λλ

λλ

h

h
 

y en consecuencia: 011 * =+=+ nqnnqn λλ  

De esta forma encontramos las probabilidades de emisión y absorción 

por unidad de tiempo de un fotón obteniéndose las expresiones: 

(A) Probabilidad de emisión por unidad de tiempo: 

( ) ( ) ( 1.49.314
0

*
00

22*
11

λλ
λ

δπλλ wnHH
wt

bb
mmm

nmn
h

h
+∆+=++ )  

(B) Probabilidad de absorción por unidad de tiempo: 

( ) ( 2.49.34
0

*
00

22*
11

λλ
λ

δπλλ wnHH
wt

bb
mmm

nmn
h

h
−∆=−− )

∆ EE

 

Recordando las propiedades de la delta de Dirac vemos que en el primer 

caso  debe ser negativo, es decir:  0m 0m < , situación que corresponde a 

un proceso de emisión desde el estado 0  al estado m  siendo la diferencia 

de energía entre ambos estados equivalente a  . En el segundo caso 

sucede la situación opuesta, en la cual 

λhw

0m∆  debe ser positiva es decir , 0m EE >
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lo cual se traduce en  la absorción de un fotón de energía  y en 

consecuencia el sistema pasa desde un estado 

λwh

0  al estado m . 

  En las expresiones anteriores los elementos matriciales adoptan las 

formas siguientes: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2.50.3exp

1.50.3exp

0
*

0

00

ψψ

ψψ

λλ

λλ

jj
j j

j
mm

jj
j j

j
mm

urk
c
i

m
e

H

urk
c
i

m
e

H

∇⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−=

∇⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅=

∑

∑
rrrr

h

rrrr

h
 

Algunas observaciones importantes de nuestras ecuaciones son: 

(a) Del análisis de la ec. (3.49.2), vemos que la probabilidad de absorción es 

proporcional al número de fotones  del campo de radiación para la 

especie 

λn

−λ ésima. 

(b) Sin embargo de la ec. (3.49.1) vemos que la probabilidad de emisión está 

constituida por dos términos, uno de los cuales es proporcional a  y el 

otro que es independiente del número de fotones. De esta forma el término 

proporcional a  corresponde a la llamada emisión estimulada, en cambio 

el término independiente del número de fotones se conoce como el 

responsable de la emisión espontánea del sistema. 

λn

nλ
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De acuerdo a la expresión (3.49.2) la probabilidad por unidad de tiempo 

correspondiente a la absorción de radiación electromagnética es proporcional, 

entre otras cantidades, al número de fotones del campo correspondiente a la 

especie λ ésima. 

Adicionalmente, es inmediato observar que  esta probabilidad tiene 

valores apreciables cuando se satisface la condición de resonancia, es decir, 

 (válido bajo el supuesto que los elementos matriciales  y  

son distintos de cero. Por otra parte, y considerando que la luz absorbida por la 

molécula es algunos ordenes de magnitud mayor que las dimensiones 

moleculares, es conveniente localizar el origen en el centro de masas de la 

molécula y realizar, en consecuencia expansión en serie: 

λwm h=∆ 0 0mH *
moH

( ) ( ) ( )1.51.31exp K
rr

h

rr

h
+⋅+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅ jj rk

c
irk

c
i

λλ  

es decir, los elementos de matriz  adoptan la forma siguiente: 0mH

( )2.51.3000 K
h

+Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= mmm c

iMH  

en notación obvia. 

En  la expresión anterior, el término de orden uno  representado por 

0mM , da origen a contribuciones del  tipo dipolar eléctrico, en cambio los 

 



términos de segundo orden, representados por 0mΩ  son bastante más 

complejos e involucran contribuciones del tipo cuadrupolar eléctrico y  dipolar 

magnético. 

Las contribuciones de órdenes superiores  son despreciables en 

magnitud y corresponden a mecanismos del tipo octupolo eléctrico, 

hexadecapolo eléctrico, etc. 

La corrección de tipo dipolo eléctrico es de la forma: 

( ) ( ) ( )3.51.302
0

00 ψψψψ λλ ∑ ⋅
∆

−=⋅=
j

jjM
m

j
j

j
Mm rueru

m
e

M rr

h

rr
 

es decir: 

( )4.51.300202
0

0 mmm
m

m PuwPuwMM
rr

h

rr

h

h

h
⋅−=⋅−=

∆
−= λ

λ
λ

λ  

Por lo tanto sí definimos la probabilidad total de transición de tipo dipolar 

eléctrico sobre todo el rango de frecuencias del espectro electromagnético,  

obtenemos la identidad: 

( )52.32 *
00020 λ

π nMMW mmmm ∆=
h

 

y por cierto cuando la condición de resonancia se satisface, entonces la 

magnitud: , representará la energía del campo de radiación para λλλ m h0 wnn =∆
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cada una de los modos de oscilación del campo de radiación, designados acá, 

por las especies λ ésima que denominaremos densidad de energía ( )Eρ . En 

virtud de lo expuesto anteriormente escribimos la expresión (3.52) de la forma 

estándar: 

( ) ( )53.32 *
0020 EMMW mmm ρπ

h
=  

En la ec. (3.51.4), 00 ψψ ∑=
j

jjMm reP rr
, representa el momento de 

transición del tipo dipolar eléctrico y el vector uλ
r  representa el vector de 

polarización de los fotones del campo radiación. Al respecto, los vectores jrr  

están referidos a un origen que corresponde al centro de masas de la molécula, 

en consecuencia el vector 0mP
r

 está referido a este mismo sistema. 

Sin embargo, el vector de polarización de los fotones, está referido a un 

espacio de coordenadas fijo en el espacio. Sea, en consecuencia θ  el ángulo 

formado por estos dos vectores, con lo cual la probabilidad total 

correspondiente a la absorción por unidad de tiempo, con exclusión de 

términos de órdenes superiores a uno, es expresable por  medio de la 

identidad: 

( ) ( )54.3cos2 2*
020 EPP momm θρπ rr

h
=W  



Con el propósito de relacionar la cantidad anterior  con un 

observable físico, es costumbre en la literatura tomar el promedio estadístico 

sobre todas las orientaciones posibles de la molécula con respecto del campo, 

lo cual nos proporciona una nueva magnitud conocida como "Coeficiente de 

Absorción de Einstein”. 

0mW

En definitiva, escribimos  en función de  estos coeficientes para 

obtener el resultado siguiente: 

0mW

( ) ( )55.300 EBW mm ρ=     donde    
*
0020 3

2
mmm PPB
rr

h

π
=  

En los experimentos de absorción se mide normalmente la intensidad de 

la banda de absorción. En una primera aproximación, sí despreciamos 

complicaciones adicionales  del espectro asociadas a efectos tales como:       

a) ancho natural de  la banda, b) Ensanchamiento de las bandas debido a otros 

efectos (efecto Doppler, colisiones moleculares, fuerzas intermoleculares, etc.), 

entonces la teoría desarrollada anteriormente es satisfactoria, no obstante, 

necesariamente incompleta. 

  Analicemos con cierto detalle los términos de segundo orden derivados 

de la ec. (3.51.2) contenidos en los elementos matriciales  y definidos de 

acuerdo a la relación: 

0mΩ
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( )( ) ( )56.300 ψψ λλ j
j

j
j

j
Mm urk

m
e

∇⋅⋅=Ω ∑
rrrr

 

Es conveniente hacer uso de la identidad vectorial: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )suwvswvusvwu rrrrrrrrrrrr
⋅⋅+×⋅×=⋅⋅  

lo cual la expresión anterior adopta la forma: 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )57.3´´
0

´
000 mm

j
jjjj

j

j
Mm kruruk

m
e

Ω+Ω=∇⋅⋅+∇×⋅×=Ω ∑ ψψ λλλλ

rrrrrrrr

 

La expresión anterior,  corresponde a términos de interacción del 

tipo dipolo magnético, en cambio los términos que involucran los elementos 

matriciales  corresponden a las correcciones del tipo cuadrupolo eléctrico. 

Los términos de naturaleza cuadrupolar eléctricos son expresables,  después 

de cierta álgebra, de la forma: 

'
0mΩ

''
0mΩ

( )58.3
2
1

,
0

''
0 ∑⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ω

βα
αββα ψψ TukMm  

donde los elementos del tensor de momento cuadrupolar eléctrico están dados 

por la identidad (producto díádico): 

( )59.3∑=
j

jjj rreT βααβ  
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resultando una representación matricial simétrica. La discusión de 'Ω , no 

obstante su importancia, no es el tema central de este Capítulo y el lector es 

referido a la literatura [1, 3]. 

Hasta el momento hemos señalado en cierto detalle los términos de 

corrección de la expansión multipolar producto de la interacción radiación  - 

materia. Es de importancia referirse a los órdenes de magnitud de cada una de 

estas correcciones.  En efecto, para una radiación tipo de longitud de ondas, 

digamos de 5000 cm-1 los órdenes de magnitud son: Dipolo eléctrico (  

cgs), dipolo magnético (  cgs) y cuadrupolo eléctrico (  cgs). En 

virtud de estas cantidades, es evidente que sí el mecanismo del tipo dipolo 

eléctrico es operativo, esta contribución será la dominante en el análisis de los 

mecanismos radiativos. 

36−⋅

41− 42−

dd → ff →

dd → ff →

105,6

107,8 ⋅ 104 ⋅
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La situación, no obstante no es tan simple y en principio debemos 

considerar dos situaciones de interés en química de compuestos de 

coordinación: (A) Compuestos de coordinación centro simétricos. Excitaciones 

del tipo  y . En estas situaciones el mecanismo es vibrónico, en 

naturaleza y las transiciones electrónicas, en principio prohibidas por paridad 

adquieren intensidad espectral de una transición permitida por paridad con la 

cooperación de los modos normales impares de vibración y (B) El caso de 

compuestos no centro simétricos y para excitaciones del tipo  y . 

En este caso, el mecanismo de intensidad espectral es distinto y estas 
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transiciones electrónicas adquieren intensidad de otra transición permitida por 

paridad con la cooperación de las componentes impares del potencial de 

interacción. 

Situaciones de mayor complejidad serán consideradas en los capítulos 

venideros con aplicación a compuestos de coordinación de los iones 

lantánidos. 

 

III.5 – Procesos bifotónicos: Dispersión. 

La dispersión de la radiación electromagnética por un sistema molecular 

es un ejemplo típico de un proceso bifotónico en el cual un fotón es absorbido y 

el otro es emitido en forma simultánea. Estos fenómenos de dispersión de 

radiación no pueden ser resueltos, en la escala de los tiempos a dos simples 

procesos monofotónicos, por dos razones fundamentales : (a) Las energías de 

los fotones incidentes y dispersado no tienen relación alguna con las energías 

de los estados estacionarios moleculares y (b) La aniquilación del fotón  

incidente y la creación del fotón dispersado son procesos no separables y en 

realidad con sucesos que  ocurren simultáneamente, en el sentido que es 

físicamente imposible discernir el proceso que ocurre en primer lugar. 

Estos procesos de dispersión son clasificados de acuerdo a las 

diferencias energéticas entre el fotón incidente y el dispersado por el sistema 



molecular. En este sentido, decimos que sí la diferencia energética es nula, 

entonces físicamente esta situación corresponde a aquella en la cual la 

frecuencia de la radiación dispersada es equivalente a la frecuencia de la 

radiación incidente (dispersión Rayleigh). Por otra parte, sí la frecuencia de la 

radiación dispersada es mayor o menor que la radiación de excitación, 

entonces hablamos que existe un efecto Raman operativo. 

Para efectos ilustrativos consideremos un sistema molecular inmerso en 

un campo de radiación. Para t < 0  supongamos al sistema en un estado, 

digamos A  caracterizado por la función de ondas: 

( )60.3µλµλ
φφψψ nnnnnnA ==  

donde el ket n  representa el estado electrónico y el ket µλnn  representa el 

campo de radiación. Observe que en el caso de fotones es preciso utilizar la 

variación del campo de radiación con respecto de de los números de ocupación 

de las especies −µésima y ésima, respectivamente. −λ

Para la función anterior, las energías de orden cero son: 

( )61.3µµλλ wnwnEE nA hh ++=  

y consideramos el estado final, digamos 1,1, +−= µλ nnmB , es decir: 
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( )62.31,1 +−=
µλ

φψψ nnmB  

cuyas energías son de la forma: 

( ) ( ) ( )63.311 µµλλ wnwnEE mB hh ++−+=  

Observe de las expresiones anteriores que los estados A  y B  

difieren en los siguientes aspectos: (1) El estado molecular asociado al estado 

A  es designado por n , en cambio para el estado B , el estado molecular 

es designado por el ket m  y (2) En el estado B  un fotón perteneciente a la 

especie −µésima es aniquilado en cambio un fotón de la especie −λ ésima es 

creado. 

Para t = 0 (entendemos la perturbación sobre el sistema) vemos de la 

ec. (3.35) que el término de ( )2
intH  responsable de la aniquilación de un fotón de 

la especie −µésima y de la creación de un fotón de la especie −λ ésima es de 

la forma: 

( ) ( ) ( ) ( )64.3exp2 *

,,

2
2

int
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−⋅= ∑ j

j j

j rkk
c
iqquu

m
e

H rrr

h

rr
µλµλµλ

µλ

π  
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K

 De acuerdo a la ec. (3.45) vemos que la probabilidad total de transición 

por unidad de tiempo en segundo orden  es proporcional al cuadrado de los 

elementos matriciales , los cuales se definen por medio de la expresión: BA

( )65.3∑ −
=

k BA

BkkA
BA EE

HHK  

Como lo señalamos anteriormente es físicamente imposible                      

suponer un proceso bifotónico como una secuencia en el tiempo de dos 

procesos monofotónicos. En la práctica es necesario postular la existencia de 

estados virtuales correspondientes a ambos procesos: el de absorción de un 

fotón de la especie ésima y el otro de emisión de un fotón de la especie −λ

−µ ésima. 

Podemos en consecuencia introducir dos conjuntos de estados virtuales 

digamos  y  correspondientes, respectivamente, a la absorción de un fotón 

 y a la emisión de un fotón k

1k k

wk = wh

2

λλ h µµ = , con la transición simultánea del 

sistema molecular a un estado l-ésimo. 

De esta forma la ec. (3.65) adopta la forma siguiente: 

( )66.3
2 2

12

1 1

11 ∑∑ −
+

−
=

k kA

BkAk

k kA

BkAk
BA EE

HH
EE

HH
K  



Explicitemos las funciones y energías de estos estados virtuales de la 

forma que se indica a continuación: 
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)( 1.67.3,111 µλ
φψψ nnk −=     donde: ( ) µµλλ wnwnEEk hh +−+= 111

 

              1,12 +=
µλ

φψψ nnk        donde: ( ) µµλλ wnwnEEk hh 112
+++=  

Haciendo uso de las ecs. (3.61) y (3.67.1), podemos re escribir la 

identidad dada por la ec. (3.66) de la forma que se indica a continuación: 

( )2.67.3
2

22

1

11

11
∑∑ −−

+
+−

=
k n

BkAk

k n

BkAk
BA kEE

HH
kEE

HH
K

µλ
 

donde:  y  λλ wk h= µµ wk h=

En consecuencia el elemento de matriz completo que conecta los 

estados A  y B  y que designaremos por  es expresable de la forma: BAR

( ) ( )68.32
BABABA KHR +=  

donde ( ) ( ) AHBH BA
2

int
2 =  y el Hamiltoniano de interacción está dado por la ec. 

(3.64). 

A esta altura de la discusión es necesario explicitar la forma de los 

operadores de interacción que aparecen en los elementos matriciales que dan 



origen a los términos  que constituyen . Así, definimos, los elementos 

matriciales: 

BAK

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1

int1
1

int

1
int2

1
int1

'''

69.3'''

21

21

kHBHkHBH

AHkHAHkH

BkBk

AkAk

==

==
 

donde hemos escrito: ( ) ( ) ( ) ''' 1
int

1
int

1
int HHH += , donde el primer término da cuenta 

de la absorción y el segundo de la emisión, a los estados virtuales designados 

por  y . 1k k2

Introduzcamos a continuación los operadores  de aniquilación y de 

creación de fotones definidos respectivamente, por medio de las expresiones: 

( ) ( ) ( )1.70.3exp ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅=∑ jj

j j

j rk
c
iPu

m
e

L rr

h

rr
λλλ  

( ) ( ) ( )2.70.3exp*
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−⋅=∑ jj

j j

j rk
c
iPu

m
e

L rr

h

rr
µµµ  

Con lo cual los elementos matriciales dados por la ec. (3.68) adoptan la 

forma: 
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( )[ ] ( ){ ( ) ( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−−
+

−

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−⋅+=

∑

∑

l

lmnl

l l

lmnl

nj
j j

j
mBA

kk
LL

kk
LL

rkk
c
i

m
e

uukknnR

µ

λµ

λ

µλ

µλµλµλµλ

ψψψψψψψψ

ψψπ

***

2

2
12 71.3exp12 rrr

h

rr
h

 

La expresión anterior puede ser simplificada considerablemente 

utilizando la aproximación dipolar discutida a propósito de los procesos 

monofotónicos en la sección anterior. 

 

Recordemos la expansión: 

( ) ( ) K
rr

h

rr

h
+⋅+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅ jj rk

c
irk

c
i

λλ 1exp  

cuya validez fue discutida anteriormente. 

El primer término de la expresión anterior da origen al término del tipo 

dipolo eléctrico, en cambio el segundo correspondiente a correcciones de 

orden dos, es  decir a contribuciones del tipo dipolo magnético y cuadrupolo 

eléctrico y así sucesivamente. En efecto, los términos cuadrupolares y su 

inclusión pueden justificarse en casos muy especiales de procesos bifotónicos, 

sin embargo, juegan un rol bastante secundario en la dispersión normal 

Raman. En síntesis, una aproximación razonable consiste en retener el 
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carácter bipolar eléctrico en la expansión multipolar producto de la interacción 

radiación materia. 

A continuación definamos las magnitudes: 

( )
( )[ ] ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )4.72.3

3.72.3

2.72.312

1.72.3

0
,

22
0

212

pqqpqj
j j

j
ppq

mn
j j

j
nm

j j

j
mn

nll

PuEEiPu
m
e

F

m
e

m
e

G

kknnC

EEk

rr

h

rr

h

⋅−=⋅=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

+=

−=

∑

∑∑

ααα

µλµλλµ

ψψ

δψψ

π

 

en la expresión anterior: µλα ,= ; mlp ,=  y lnq ,= . 

También: qppqP ψµψ rr
=  siendo ∑=

j
jj re rrµ  

De modo que en la aproximación dipolar la ec. (3.71) se reduce a la 

identidad: 

( )[ ] ( )73.312 2
1

BABA knknR φπ µµλλ +=  

donde la expresión para la ecuación de dispersión está dada por la identidad: 
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )74.3lnln

0
2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−−

⋅⋅
+

+−

⋅⋅−

+⋅=

∑
µ

µλ

λ

µλ

µλ

µλ
µλφ

kk
PuPu

kk
PuPu

kk
kkk

G
kk

uu

l

ml

l

ml

l

mll

mnBA

rrrrrrrr

hrr

 

De acuerdo a la ec. (3.72.3) el primer término de la ecuación de 

dispersión es no nulo sólo si n es igual a m. Este término contribuye 

exclusivamente a la dispersión Rayleigh. En la práctica este término es 

bastante pequeño y por lo general es despreciado. 

Respecto del segundo término de la expresión anterior, es aún posible 

realizar ciertas simplificaciones: En efecto,  el coeficiente:  ( ) µλmll kkkkk −

k k

 es 

del orden de la unidad, por cuanto  y  son bastante parecidos entre si, 

como también la diferencia 

l λ

( )kk ml −  posee un valor muy próximo a . µk

Finalmente la ecuación de dispersión puede ser escrita en la 

representación de Kramers - Heisenberg de acuerdo a  la identidad: 

( )( ) ( )( ) ( )75.3lnln

µ

µλ

λ

µλφ
kk

PuPu
kk

PuPu

l

ml

l l

ml
BA −−

⋅⋅
+

+−

⋅⋅
= ∑

rrrrrrrr

 

Combinando las ecs. (3.45) y (3.73) obtenemos una expresión a la 

probabilidad de transición por unidad de tiempo W , de acuerdo a la 

expresión: 

BA
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( ) ( ) ( )76.312 2
3

BABA knknW φπ
µµλλ +=

h
 

Es interesante escribir la ec. (3.75) de la siguiente forma: 

( )77.3λµαφ uu mnBA
rr

−=  

donde los mnα  representan los elementos de un tensor de segundo orden 

conocido como tensor de polarizabilidad definido por medio de la identidad: 

( )78.3lnln∑
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+

−
=

l l

ml

l

ml
mn

kk
PP

kk
PP

µλ

α
rrrr

 

donde m, n = (X, Y, Z) representan las coordenadas Cartesianas referidas a un 

sistema de ejes fijo en el espacio. Es decir, la probabilidad de transición por 

unidad de tiempo, adopta la forma: 

( ) ( ) ( )79.312 23

λµµµλλ απ uuknknW mnBA
rr

h
⋅⋅−+=  

A esta altura de la discusión, es importante analizar con cierto detalle la 

intensidad de la radiación dispersada. Para efectos ilustrativos, consideremos 

radiación de  excitación monocromática de frecuencia ( )hkλλν =  cuya 

intensidad es: 
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( )80.30 λλkcnI =  

Por otra parte, la intensidad de la radiación  de frecuencia ( )hkµµν =  y 

cuyo vector de polarización es uµ
r  dispersada por unidad de tiempo por una 

molécula en un elemento de ángulo sólido Ωd , está dada por la expresión: 

( ) ( )81.3Ω= dWkdI BA µρµ  

siendo ( )µρ  la densidad de la radiación de frecuencia µν   que se define como 

equivalente al número de fotones por unidad de volumen con energías 

comprendidas en el intervalo  y con una dirección de propagación en el 

elemento del ángulo sólido 

µdk

Ωd , siendo válida la relación: 

( )
( )

( )82.3
2 3

2

Ω=Ω ddk
c

k
ddk µ

µ
µ π

µρ
h

 

Combinando las ecs. (3.76) y (3.82) obtenemos la intensidad  como 

equivalente a la expresión: 

dI

( ) ( )83.31 2
4

0 Ω+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dn

c
k

IdI BAφµ
µ

h
 

Para el caso de Z moléculas por unidad de volumen la dispersión no 

coherente es Z veces mayor. Para obtener  la intensidad de la luz dispersada 
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en el ángulo sólido completo π4 , debemos integrar la ec. (3.83) sobre el 

volumen del ángulo sólido Ωd , multiplicar por Z y sumar sobre las dos 

direcciones mutuamente ortogonales del vector de polarización uµ
r . En los 

procesos de dispersión normal, en los cuales interviene luz de excitación 

monocromática se cumple que 0=µn ,  con lo cual obtenemos la expresión: 

( )84.3
3

2 2
4

04

572
4

0 λµ
µ ανπφ

µ

uI
c

Zd
c

k
ZII BA

u
BA

r

h r
⋅=Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∫  

donde mnBA αα = , siendo α  el tensor de dispersión. 

De la expresión anterior es posible concluir que la intensidad de la 

dispersión es proporcional a la cuarta potencia de la frecuencia. Adicionalmente 

si promediamos la expresión anterior sobre todas las orientaciones relativas de 

las moléculas con respecto de un vector de polarización uλ
r  fijo en el espacio 

de la luz de excitación, obtenemos la expresión final: 

( ) ( )85.3
3
2 2

,

4
042

57

∑=
σρ

ρσµ ανπ
BA

I
c

ZI  

donde  σρ ,  = X, Y, Z representan coordenadas cartesianas referidas a un 

sistema de ejes fijo en el espacio y ( )
BAρσα  representan los elementos 

ésimo del tensor de polarizabilidad BAα . −ρσ

 138



Observaciones: 

(1) Las funciones de ondas moleculares, digamos rψ  son soluciones de la 

ecuación de ondas de Schrödinger, sin embargo las funciones ( )i rψδexp  son 

también soluciones de la misma ecuación de ondas. 

De esta forma resulta evidente que los elementos de matriz pqP
r

 tienen 

asociado un factor de fase del tipo ( )[ ]qpi δδ +−exp , el cual desaparece cuando 

ambos estados coinciden, es decir p = q. 

 

(2) Consideremos la radiación dispersada por un conjunto de moléculas. Si los 

estados terminales de la excitación, a saber los estados p  y q  coinciden, 

entonces se produce dispersión Rayleigh. En esta situación no existe diferencia 

de fases entre los fotones dispersados por los diferentes centros dando como 

resultado luz dispersada coherente pudiendo ocurrir interferencia. 

La intensidad total dispersada depende críticamente de las orientaciones 

relativas de los centros de dispersión. 

 

(3) Si a diferencia de la situación anterior, los estados terminales de la 

excitación n  y m  son distintos, esta situación da origen al llamado efecto 
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Raman. En este caso, los factores de fases que señalábamos anteriormente, 

adoptan valores  al azar "random values" y fenómenos de interferencia no 

pueden ocurrir. En esta situación la intensidad total  es proporcional al número 

de centros dispersantes por unidad de volumen.   
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IV.1 – Introducción. 

 Diversos son los aspectos formales de la espectroscopia molecular y sus 

implicancias en los mecanismos propuestos de intensidades espectrales. En este 

Capítulo, concentraremos nuestra atención en la discusión de la aproximación de 

Born - Oppenheimer y sus implicancias en la comprensión de las hipersuperficies 

de energías potenciales de los diversos estados electrónicos, movimientos 

nucleares, análisis de coordenadas normales y el teorema de Jahn - Teller.  

No obstante la abundante literatura, en los tópicos enunciados 

anteriormente, el autor está consciente de la carencia de una discusión unificada 

sobre todos estos aspectos y sus implicancias, en la comprensión de fenómenos 

espectroscópicos de nuevos materiales inorgánicos, para los cuales se ha 

acumulado una vasta información experimental. La información existente en la 

literatura cubre un rango casi ilimitado de compuestos, cada una de los cuales 

presenta diversos ordenes de complejidad. 

Es ciertamente deseable disponer de algunos criterios básicos que nos 

permitan estudiar la validez de nuestros modelos en lo que dice relación con la 

comprensión del observable físico. 



IV.2 – Energías electrónicas y aproximación de Born - Oppenheimer. 

En compuestos de coordinación de M núcleos y N electrones la estructura 

rotacional de los diversos picos del espectro aparece completamente cubierta por 

el envoltorio electrónico vibracional. Por cierto, las energías rotacionales en 

módulo, son bastante menores en magnitud que las vibracionales y de igual 

forma, éstas últimas son en magnitud, bastante menores que las energías 

electrónicas del sistema. Nos interesarán fundamentalmente aquellas 

excitaciones para las cuales se observa una alta resolución vibracional en el 

envoltorio electrónico. 

El avance tecnológico actual permite, en una gran mayoría de los 

materiales inorgánicos de interés, obtener una altísima resolución de los 

espectros y en consecuencia proponer mecanismos de decaimiento radiativos y 

no radiativos asociados a cada una de las excitaciones en estudio. 

  En una primera aproximación abordemos con cierto detalle el problema de 

la separación de los movimientos electrónicos y nucleares, desde un punto de 

vista de la aproximación de Born - Oppenheimer [1, 2]. Para estos efectos, sea un 

sistema compuesto de M núcleos y N electrones y por razones de notación 

designemos las coordenadas y masas nucleares por los conjuntos ( )µµ MQ ,  y 

para el caso de los electrones por las parejas ( )mri , . 
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Tanto las coordenadas nucleares  como las electrónicas  estarán 

referidas a un sistema de laboratorio fijo en el espacio. 

µQ ir

Escribamos en consecuencia el Hamiltoniano de la forma: 

( ) ( )1.4,
22

2
2

2
2

QrV
mM

H i
i

rrhh
+∇−∇−= ∑∑ µ

µ µ
 

donde la energía potencial ( )QrV
rr,   adopta la forma: 

( ) ( )2.4,
2

,

2

,

2

∑∑∑
< −

+
−

+
−

−=
ji jii i rr

e
QQ
eZZ

rQ
eZ

QrV
νµ νµ

νµ

µ µ

µrr
 

La simple consideración de la diferencia de masas entre núcleos y 

electrones nos permite suponer en un instante dado de tiempo, una configuración 

nuclear "congelada" en relación al movimiento electrónico. En la ec. (4.1) 

podemos suponer las masas nucleares como infinitamente grandes con respecto 

de las masas de los electrones y bajo estas condiciones es posible introducir, en 

una aproximación razonable un Hamiltoniano electrónico de la forma: 

( ) ( )3.4,
2

2
2

QrV
m

H i
i

E

rrh
+∇−= ∑  

con lo cual la ecuación de ondas electrónica toma la forma: 
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( ) ( ) ( ) ( )4.4,, QrQWQrH tttE

rrrrr ψψ =  

de la ecuación de valores propios anterior, se observa que tanto las funciones 

propias como también los valores propios de la ecuación de ondas electrónica, 

dependen paramétricamente de las coordenadas nucleares. En principio, un 

análisis cuidadoso de la ecuación anterior nos indica que es posible resolverla 

para las 3M coordenadas nucleares y en consecuencia para cada uno de los 

arreglos nucleares podríamos obtener un conjunto distinto de funciones y valores 

propios de la ecuación de ondas electrónica. 

Utilizando la ec (4.3) podemos escribir el Hamiltoniano del sistema H de la 

forma que se indica a continuación: 

( )5.4
2

2
2

µ
µ µ

∇−= ∑ M
HH E

h
 

Introduzcamos una función variacional de la forma: 

( ) ( ) ( )6.4,
1

QrQ t

p

t
t

rrr
ψχ∑

=

=Ψ  

correspondiente a una función truncada de dimensión p. Los coeficientes de 

expansión son funciones paramétricas de las coordenadas nucleares. Sin que 

signifique pérdida de  generalidad, supondremos que la función de ondas total es 

real y está normalizada a la unidad, es decir: 
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( ) ( )7.41,
2

=Ψ∫ τdQr
rr

 

resulta importante observar que la identidad anterior supone que la función de 

ondas ( )Qr
rr,Ψ  está normalizada para todos los valores posibles de Q

r
. 

Definamos los operadores diferenciales  por medio de las relaciones: utC

( ) ( ) ( )

( ) ( )QrQr
M

QrQr
M

C

t

tut

rrrrrh

rrrrrrh

,,
2

8.4,,2
2

2
2

2

Ψ∇Ψ+

+∇Ψ∇Ψ=

∑

∑

µµ
µ µ

µµµ
µ µ

 

en virtud de la expuesto anteriormente escribamos la ecuación de ondas total, es 

decir: 

( ) ( ) ( )9.4,, QrWQrH
rrrr

Ψ=Ψ  

y en función de los operadores definidos en la ec. (4.8) al remplazar en la 

ecuación (4.9), pre multiplicando por la función ( )Qru

rr,Ψ  e integrando sobre todo el 

espacio físico, obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas de 

la forma: 

( ) ( ) ( ) ( )10.40'
2

2
2

=−
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−+∇− ∑∑
t

tutuuuu QCQCWQW
M

rrrh χχ
µ

µ
µ
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donde la prima sobre la segunda sumatoria, indica que debe sumarse sobre todos 

los valores de t, exceptuando el caso t = u. Las ecuaciones diferenciales 

acopladas anteriores podrían ser utilizadas, para obtener los coeficientes de 

expansión ( )Qtχ
r

 para cada uno de los arreglos nucleares. 

Este método esbozado en la presente sección es el origen de la 

aproximación de Born – Oppenheimer, el cual nos conduce a la resolución de dos 

tipos de ecuaciones diferenciales distintas. En efecto, y como veremos, una de 

ellas representa el movimiento nuclear en cambio la otra gobierna  los 

movimientos electrónicos. El trabajo original de estos autores hace uso de un 

método perturbacional, en el cual se utiliza como parámetro de separación la 

cantidad adimensional ( ) 41Mm=η  . La justificación de este parámetro de 

separación es trivial y se basa en lo siguiente: Para un oscilador armónico se 

evalúa en el estado fundamental el valor de esperanza del cuadrado de la 

coordenada, es decir 2ζ , con referencia a su posición de equilibrio. De esta 

forma definimos: 

0
2 aζη = , donde  es el radio de Bohr reencontrándonos con el parámetro de 

expansión utilizado por Born - Oppenheimer. 

0a
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De acuerdo a la ec. (4.8) los operadores  contienen operadores 

diferenciales que representan primeras y segundas derivadas con respecto de las 

coordenadas nucleares de las funciones de ondas 

utC

Ψ . 

Analicemos los operadores  derivables de la ec. (4.8), de modo que 

para , escribimos: 

uuC

ut =

( ) ( ) ( )

( ) ( )QrQr
M

QrQr
M

C

uu

uuuu

rrrrh

rrrrrrh

,,
2

11.4,,
2

2
2

2

ψψ

ψψ

µ
µ µ

µµ
µ µ

∇+

+∇∇=

∑

∑
 

Procedamos a estimar las integrales que aparecen en la diagonal del 

operador  .uuC

Consideremos: 

( )

uuuu

uuuuuua

ψψψψ

ψψψψψψ

µµ

µµµ

∇+∇=

=∇+∇=∇
rr

rrr

***  

donde se desprende: 

0=ψ∇ψ µ uu

r
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En la derivación anterior hemos supuesto que las funciones son reales 

(Esta suposición no significa pérdida de generalidad). 

Este resultado es válido por cuanto hemos supuesto que las funciones 

( ){ }Qru ,ψ
rr  constituyen un conjunto ortonormal completo en el espacio funcional. 

(b) Para estimar el orden de magnitud de la  integral uu ψψ µ
2∇ , es razonable 

suponer que los núcleos y electrones experimentan en promedio la misma 

intensidad de las fuerzas coulómbicas que determinan el potencial de interacción. 

Esta interacción es inversamente proporcional a irQ rr
−µ . Bajo este supuesto 

básico podemos suponer que:  es del orden de magnitud de , con lo 

cual es directo escribir  la inecuación: 

uψµ∇ 2 2
uiψ∇

uiuuu MM
ψψψψ

µ
µ

µ

2
2

2
2

22
∇≅∇

hh
 

Esta última integral corresponde aproximadamente a la energía de un 

quantum rotacional ( )22
02 aM µh . Para sistemas de M núcleos y N electrones, 

estas energías pueden ser despreciadas. 

En virtud de lo expuesto anteriormente fluye que para los sistemas que nos 

interesan, los operadores diagonales C  ser despreciados lo cual produce una 

simplificación importante en la ec. (4.10). 

uu
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Retomemos el estudio de la ec. (4.8) para el caso de . El análisis de 

estos términos requiere de la utilización de la ecuación de ondas electrónica, ec. 

(4.4). 

ut ≠

 150

r

Diferenciando ambos  miembros de esta ecuación y haciendo uso del 

operador   obtenemos la identidad que se indica a continuación: µ∇

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1.12.4tttttEtE WWHH ψψψψ µµµµ ∇+∇=∇+∇
rrrr

 

al pre multiplicar por *
uψ  e integrar sobre todo el espacio físico obtenemos la 

identidad: (Las integrales se toman sobre las coordenadas electrónicas). 

( ) ( ) ( ) ( )2.12.4ttututtEutEu WWHH ψψψψψψψψ µµµµ ∇+∇=∇+∇
rrrr

 

es decir: 

( ) ( )

utttut

tuutu

WW

WQrV

δψψ

ψψψψ

µµ

µµ

∇+∇

=∇+∇
rr

rrrr
13.4,

 

por cuanto:  ( )QrVH E

rrrr
,µµ ∇=∇ . Para tu ≠  la expresión anterior reduce a una 

forma más simple: 

( ) ( )14.4
,

ut

tu
tu WW

QrV
−

∇
=∇

ψψ
ψψ µ

µ

rrr
r

 



para , se observa de la identidad anterior que este tipo de elementos 

matriciales es despreciable sólo para diferencias energéticas importantes entre 

los estados termínales de la excitación. La próxima etapa reside en la estimación 

de los elementos matriciales del tipo: 

ut ≠

tu µ ψψ 2∇  el cual al ser pre multiplicado por 

µM2h 2  y haciendo uso de la desigualdad de Schwartz ψψφφψφ <  

encontramos la desigualdad: 

( )15.4
2

2
2

rottu W
M

≅∇ ψψ µ
µ

h
 

De modo que para los sistemas de nuestro interés, para los cuales existen 

M núcleos y N electrones, estas energías rotacionales son francamente 

despreciables, de modo que resulta razonable suponer: C  y el operador  

se reduce exclusivamente al primer término. Sin embargo, sí los estados 

electrónicos están lo suficientemente separados entre sí, entonces resulta válido 

en una primera aproximación despreciar estos operadores para . 

0≅ C

tu ≠

uu ut

Bajo estas condiciones la ec. (4.10) se reduce a la identidad: 

( ) ( ) ( ) ( )1.16.4
2 ,,,

2
2

QWQQW
M vtvtvtt

rrrh χχ
µ

µ
µ

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+∇−∑  

correspondiente a la ecuación de ondas nuclear. Observe que en la identidad 

anterior las energías electrónicas ( )QWt

r
  las cuales dependen paramétricamente 
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de las coordenadas nucleares, corresponden al término de energía potencial en la 

ecuación de ondas nuclear. Es precisamente por esta razón que las funciones de 

ondas nucleares, dependen de la naturaleza del estado electrónico simbolizado 

por el índice t y de un número cuántico vibracional v. Los valores propios de la 

ecuación de ondas  electrónica ( )QWt

r
 se conocen como superficies de energía 

potencial y dependen de la configuración nuclear que se escoja para resolver el 

problema. 

De esta forma se concluye que para sistemas de M núcleos y  N 

electrones, para los cuales sea posible despreciar los términos  para utC tu ± , es 

posible truncar la expansión de la función de ondas y escribir simplemente: 

( ) ( ) ( )2.16.4,, QrQ tvt

rrr
ψχ=Ψ  

corresponde a la representación de la función de ondas total en la aproximación 

adiabática de Born - Oppenheimer. 

Como veremos en la discusión posterior, para un sistema de Z partículas, 

existe un total de (3Z - 6) grados de libertad vibracionales. Lo anterior  significa 

que la función de ondas vibracional es expresable en una representación del  tipo 

producto: 

( ) ( 17.4
63

1
,, ∏

−

=

=
Z

i
ivtvt Qχχ ) 
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La función de energía potencial ( )QWt , es corrientemente expresada en 

una serie de los desplazamientos cartesianos con respecto de alguna 

configuración nuclear de referencia, es decir: 

( ) ( )( ) ( )18.421
,

20 K+∂∂∂+∂∂=− ∑∑
ji

jiti
i

ittt ssWssWWW  

En la notación anterior, los desplazamientos internos, correspondientes a 

tensiones de los enlaces, deformaciones de los ángulos de enlace, torsiones, ….., 

etc. y se han representado por los conjuntos { }is . De la expresión anterior  se 

observa que la expansión de W  depende del estado electrónico en cuestión, para 

una configuración de referencia dada. 

t

Para un sistema molecular de una simetría dada, se toman combinaciones 

lineales de las coordenadas internas adaptadas por simetría, denominadas 

coordenadas de simetría { }Si  y en consecuencia, para una configuración nuclear 

de referencia la expresión anterior es expresable de la forma: 

( ) ( ) ( ) ( )19.421~
,

20 K+∂∂∂+∂∂=−= ∑∑
ji

jit
i

iitttt SSWSSWWWW  

En este punto de la discusión resulta interesante mencionar que para una 

configuración nuclear dada, las coordenadas de simetría están relacionadas con 

las coordenadas internas por medio de la transformación s = BR [3,4], donde la 

 153



matriz B es obtenida trivialmente una vez conocida la configuración nuclear de 

referencia del sistema molecular. 

Adicionalmente recordemos que las coordenadas de simetría se 

construyen adaptadas por simetría, de modo que se transforman de acuerdo a las 

diversas representaciones irreductibles iΓ  del grupo puntual molecular al cual 

pertenece el sistema de N partículas en estudio. De esta forma es posible 

encontrar la matriz de transformación unitaria U, la cual relaciona dos conjuntos 

de representación de coordenadas. 

Escribimos en consecuencia la relación: S = Us, de donde se deduce la 

transformación: S = (UB)R. 

La transformación anterior relaciona el conjunto de las coordenadas de 

simetría con el  conjunto de las coordenadas cartesianas de desplazamiento 

nucleares. Esta transformación es por definición triangular y es posible su  

cuadratura introduciendo las coordenadas de traslación y de rotación del sistema 

como un todo. Una vez eliminada las redundancias es posible invertir la 

transformación (UB) y, de esta forma, expresar las coordenadas de 

desplazamientos Cartesianos nucleares en términos de las coordenadas de 

simetría. 

En rigor las coordenadas de simetría no representan los modos normales 

de vibración del sistema siendo en consecuencia necesario resolver las 
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MnFCs

2−

ecuaciones de movimiento nucleares. Este proceso no es en absoluto trivial por 

cuanto se precisa disponer del conjunto más completo posible de datos 

experimentales derivados de las distintas técnicas del análisis instrumental (IR, 

Raman, Luminiscencia) y por cierto, de las asignaciones espectroscópicas 

correctas. Son muy escasos en la literatura aquellos sistemas para los cuales se 

dispone de estos completos conjuntos de frecuencias vibracionales y de 

asignaciones no ambiguas. Muy probablemente el sistema más estudiado es el 

correspondiente al enrejado  y a ciertos enrejados dopados con la 

impureza  [5, 6]. La información más relevante es posible obtenerla 

haciendo uso de las técnicas de espectroscopia de luminiscencia a bajas 

temperaturas. La obtención de monocristales de alta pureza y estables es una 

condición inicial de gran importancia desde un punto de vista experimental. 

62

6MnF

En el estado sólido, las dificultades experimentales son evidentes sí se 

considera que el análisis de los datos experimentales se debe realizar 

considerando las tres  zonas principales del espectro. Es decir, las zonas de baja, 

de mediana y de alta energías. Por cierto la zona de energías intermedia resulta 

ser, por lo general la de mayor dificultad, por cuanto son altamente probables los 

acoplamientos de los modos de la impureza y del enrejado  cristalino 

pertenecientes a la misma representación de simetría en el grupo espacial. En 

todos aquellos casos, en los cuales se observa este acoplamiento la asignación 

espectroscópica se ve complicada por efectos tales, como mezclas de modos 
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normales de igual simetría pertenecientes al enrejado cristalino y a la impureza. 

Estos acoplamientos, por cierto inciden en las intensidades espectrales asociadas 

a cada una de los picos del espectro y es en consecuencia necesario enfocar el 

problema desde un punto de vista formal de la dinámica de cristales. 

Existen no obstante otros sistemas más ideales para el estudio 

experimental y teórico, para los cuales este acoplamiento es débil y en 

consecuencia es posible identificar, en una aproximación razonable, los modos de 

vibración de la impureza, siendo estos últimos, dependientes del enrejado 

cristalino (que aloja a la impureza) y la temperatura. 

Adicionalmente resulta conveniente escoger sistemas cúbicos para los 

cuales es posible, haciendo uso de tablas de correlación, obtener  reglas de 

selección que permitan asignar los picos más intensos del espectro sin mayores 

ambigüedades. Existen no obstante otras consideraciones que es preciso tener 

en cuenta en las  asignaciones espectroscópicas: 

(1) Las geometrías de los estados terminales de la transición electrónica. 

(2) Los posibles mecanismos de intensidades espectrales, tanto en procesos 

radiativos, como no radiativos asociados tanto en las fluorescencias como en las 

fosforescencias. 

(3) Distorsiones estáticas y dinámicas del tipo Jahn - Teller. 



(4) Procesos multifotónicos. 

(5) Existencia de bandas de transferencia de cargas y otros. 

A la luz de la discusión anterior resulta interesante retomar la expansión de 

las superficies de energía potencial realizada anteriormente, ver ec. (4.19). 

Supongamos la existencia de una configuración nuclear de equilibrio la 

cual definimos como aquella para la cual los términos lineales son de la forma: 

( ) ( ) ( ) ( )20.40
000

µµµµ ∀=∂∂=∂∂=∂∂ ZtYtXt RWRWRW  

donde los ( ZYXR ,,= )αµα  representan las coordenadas de desplazamientos 

cartesianos para cada uno de los núcleos. Recordemos que este conjunto está 

relacionado con las coordenadas de simetría por medio de la transformación  

(UB)-1. Las condiciones establecidas por la ec. (4.20) nos indican que la función 

( )QWt

r

rr

 debe ser un extremal (puede adoptar valores máximos o mínimos) en el 

punto . Por cierto  la existencia de mínimos dependerá del criterio de la 

segunda derivada. En aquellas situaciones para las cuales las condiciones dadas 

por las ec. (4.20) no se satisfacen completamente y existe a lo menos una 

derivada distinta de cero, nos encontramos con una situación que  nos indica 

claramente que el sistema, en dicho punto del espacio de dimensión 3N, no se 

encuentra en un mínimo y en consecuencia dicho estado molecular no es estable. 

0QQ =
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Por cierto si el punto 0QQ
rr

=  corresponde a un mínimo, entonces la 

expansión de W  en función de las coordenadas de simetría puede ser escrita en 

la aproximación armónica de la forma siguiente: 

t

( ) ( ) ( )21.421~
, ,

0
20 ∑ ∑=∂∂∂=−=

ji ji
ji

t
ijjijitttt SSfSSSSWWWW  

Bajo estas condiciones podemos trivialmente re escribir la ec. (4.16) en el 

espacio de las coordenadas de simetría  haciendo uso de la expansión dada por 

la ec. (4.21). Un análisis de  la ecuación anterior nos indica la ocurrencia de 

términos  cruzados en la expansión de W . Este tipo de términos, para un  sistema 

electrónico dado, es consecuencia de la inadecuada  descripción de los modos 

normales de vibración que entrega el  espacio de las coordenadas de simetría. En 

efecto, esta dificultad es posible obviarla resolviendo las ecuaciones de  

movimiento  vibracionales, para un campo de fuerzas vibracional dado. Para estos 

efectos,  utilizamos el enfoque clásico estándar el cual nos permite describir  la 

dinámica del  movimiento vibracional en función de las ecuaciones canónicas de 

Lagrange y/o Hamilton [7]. 

t

Para sistemas moleculares las ecuaciones de movimiento nos conducen a 

resolver  las así llamadas ecuaciones de Wilson y colaboradores [4, 8]. 

( )22.4Λ= LGFL  
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donde G es la conocida matriz cuyo inverso aparece en la expresión de la energía 

cinética del sistema y F es la matriz que aparece en la expansión de la energía 

potencial [4, 8]. La derivación de la matriz G es trivial una vez conocida la 

configuración nuclear de equilibrio del sistema molecular sin embargo la forma 

explícita de la matriz de energía potencial F no es directa. El problema físico 

fundamental aparece como consecuencia del hecho que no conocemos la forma 

de la energía potencial y sólo sabemos que debe ser una función de  los 

desplazamientos nucleares relativos. 

En virtud de lo señalado anteriormente, es costumbre en la literatura 

expandir la energía potencial en términos de los desplazamientos Cartesianos de 

los núcleos, ver ec. (4.21). 
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FLL'=Λ

Existen en la literatura diversas aproximaciones de campos de fuerzas 

vibracionales de distintos grados de sofisticación que discutiremos en el 

transcurso de  esta sección. La matriz L representa las amplitudes de vibración. 

Esta matriz L se normaliza de acuerdo a la condición: LL' = G, es  decir se 

normaliza a la matriz de energía cinética. De esta forma, al reemplazar en las 

ecuaciones de  Wílson y colaboradores, la condición de normalización obtenida: 

, donde la matriz Λ   es diagonal y sus elementos son proporcionales a 

los cuadrados de las frecuencias de cada uno de los modos de vibración del 

sistema. 



De esta forma la transformación matricial  puede ser escrita en forma 

expandida como se indica a continuación: 

( )23.42∑ ∑
±

+=
k lk

kllikikkkii FLLFLλ  

donde ( 216,1303ii νλ = )

F lk

 y las frecuencias de los distintos modos normales de 

vibración se expresan en cm-1. 

La ec. (4.23) debe ser examinada con gran cuidado, por cuanto puede 

conducir a errores importantes en los esquemas de cálculo de las intensidades 

espectrales. En efecto, resulta razonable esperar que las constantes de fuerzas 

no diagonales  para kl ±  sean menores en magnitud que las diagonales  . 

Sin embargo,  esta condición no es necesaria como tampoco suficiente para el 

desprecio de los términos cruzados (con k

kkF

l± ) en la ec. (4.23). 

De esta forma, el desprecio de los términos cruzados de la ecuación 

anterior, nos conduce en el caso de un bloque de simetría de 2 x 2, a las 

identidades: 

( )
22

2
2211

2
12

'
2

22
2
2111

2
11

'
1 24.4

FLFL

FLFL

+=

+=

λ

λ
 

es decir, podríamos definir elementos de una nueva matriz, de la forma siguiente: 
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( ) ( )25.4'

2

ii
j

ij
ij F

L
PED

λ
=  

con lo cual la representación diagonal, de la conocida distribución de energía 

potencial adopta la forma: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )2212

2111

1
26.41

PEDPED
PEDPED

+≅
+≅

 

No obstante, para un campo vibracional dado, los valores de los elementos 

de matriz  son funciones del campo vibracional, en consecuencia la definición 

de esta matriz de distribución de energía potencial tiene sólo realidad física si en 

el proceso del análisis de coordenadas normales se minimiza el término cruzado 

es decir: 

ijL

( ) ( )27.4∑
±

=
lk

klliki FLLCT  

Es posible obtener un ajuste óptimo entre las frecuencias observadas y las 

calculadas, para un campo de  fuerzas vibracional dado, sin embargo como se 

desprende de nuestra discusión anterior esto no se traduce necesariamente en 

una descripción realista de la dinámica del movimiento nuclear y en consecuencia 

de una descripción adecuada de los modos normales de vibración de un sistema 

poli atómico. Para ilustrar esta discusión en mayor detalle, recordemos que para 

 161



un campo  de fuerzas dado, las coordenadas de simetría y las coordenadas 

normales están relacionadas entre sí por medio de la formación: 
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)( 28.4LQS =        de modo que  . ( )29.41SLQ −=

De esta forma, para un bloque de simetría de 2 x 2, las relaciones son del 

tipo general: 

( )30.4
2

1

2221

1211

2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

a

a

a

a

Q
Q

LL
LL

S
S

 

donde los coeficientes { }ijα  son una medida de la mezcla entre las coordenadas 

de igual simetría  y .  Es directo observar que estos coeficientes de  

mezclas son funciones de los elementos de la matriz de amplitud L. Es necesario 

enfatizar una vez más que estos coeficientes de mezcla dependen del estado 

electrónico y de los detalles del campo de fuerzas vibracional. Son diversos los 

tipos de excitaciones electrónicas que pueden ocurrir y uno de esos casos dice 

relación con estados terminales cuyas superficies de  energía potencial son 

distintas. Esta situación es compleja,  por definición y se requiere en 

consecuencia un estudio acucioso de ellas y una estimación de la magnitud de las 

distorsiones, a lo largo de los modos normales comprometidos. 

a1S S a2

Una situación de interés dice relación con el llamado efecto Duschinky [1]. 

En este caso las superficies adiabáticas de los estados terminales de la excitación 



electrónica difieren en su forma, en consecuencia es posible suponer que las 

coordenadas normales del estado excitado corresponden a translaciones y 

rotaciones de las  coordenadas normales del estado fundamental. 
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Supongamos un sistema molecular que en el estado fundamental  presenta 

dos frecuencias, asociadas a  modos normales, pertenecientes a la misma  

representación irreductible.  Designemos por 1ν  y 0
2ν  estas dos frecuencias. 

  Si el efecto Duschinky es operativo entonces estas dos frecuencias 

también serán encontradas en el estado excitado, digamos estado adiabático       

t-ésimo, sin embargo por el hecho de haberse combinado linealmente las 

frecuencias asociadas serán distintas en el estado excitado. 

Este efecto es de fundamental importancia en espectroscopia molecular y 

para efectos prácticos, bastará comparar los espectros de absorción y de emisión 

del mismo sistema molecular, observándose una pérdida de la imagen especular. 

La ec. (4.21) puede ser re escrita en forma conveniente utilizando una 

representación en el espacio de las coordenadas normales. Recordemos que en 

un estado electrónico dado los (3N - 6) modos normales de vibración dan origen a 

igual número de coordenadas normales las cuales se relacionan con  las 

coordenadas de simetría por medio de la  transformación .  El conjunto 

de coordenadas normales, para un estado electrónico dado, forman un conjunto 

SLQ 1−=



ortogonal, de modo que la expansión de  en esta última representación 

funcional da origen  a una expansión de la forma: 

tW

( ) ( ) ( 31.421
63

1

20 K++= ∑
−

=

N

i
tititt QaWW )  

donde  corresponde a la energía en el mínimo. 0
tW

Finalmente retomemos la discusión con relación a la aproximación 

adiabática de Born - Oppenheimer, ver ec. (4.16.1). En esta aproximación la 

función de ondas total puede, en un buen orden de aproximación, ser 

representada de acuerdo a la función del tipo producto: ( ) ( )QrQ tvtv

rrr
,ψχ=Ψ . 

Esta aproximación puede hacerse aún más severa e introducir la  llamada 

aproximación adiabática cruda de Born - Oppenheimer, en la cual la función de 

ondas vibrónica se expresa de acuerdo a la representación: 

( ) ( ) ( ) ( )32.4, 0 rQQr ttvtv
rrrr ψχ=Ψ  

donde las funciones de ondas electrónicas se determinan para una configuración 

nuclear de equilibrio fija. 

El conjunto completo de funciones de ondas electrónicas estáticas forman 

base de expansión en el llamado espacio funcional de Longuet - Higgins. De esta 

forma, en este espacio de representación es posible obtener una  representación 
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dinámica para las funciones de ondas electrónicas,  como superposición de 

funciones de ondas electrónicas estáticas, de la forma que se indica a 

continuación: 

( ) ( ) ( ) ( )33.4, 0∑=Ψ
j

jttj QcrQr
rrrr ψ  

expansiones del tipo dado por la ec. (4.33) son frecuentemente encontradas en el 

llamado esquema vibrónico de Herzberg - Teller del cual nos haremos cargo a lo 

largo de este Capítulo. 

IV.3 – Teorema de Jahn - Teller. 

Consideramos aquellas situaciones, de gran ocurrencia en espectroscopia 

molecular en las cuales existe un subconjunto de funciones propias del 

Hamiltoniano electrónico las cuales presentan igual valor propio, para una 

configuración nuclear de referencia dada. La degeneración de dimensión p-ésima 

es por cierto, dependiente de la simetría del sistema molecular. 

La obtención explícita de las hipersuperficies de energía potencial se 

realiza expandiendo el Hamiltoniano H en torno de la configuración Q  y haciendo 

uso de teoría de perturbaciones para estados degenerados. El sub espacio 

funcional de p funciones degeneradas, lo supondremos expandido por igual 

número de funciones propias del Hamiltoniano electrónico en la representación de 

la aproximación adiabática cruda de Born - Oppenheimer. 

0
r
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De esta forma, la expansión del Hamiltoniano H en función de las 

coordenadas de simetría es expresable de la forma estándar: 

( ) ( ) ( ) ( )34.421
,

0
2

0
0 ∑∑ +∂∂∂+∂∂+=

ji
jiji

i
ii SSSSVSSVHH K  

Un desplazamiento nuclear destruirá la degeneración de la simetría del sub 

conjunto de funciones de ondas electrónicas degeneradas, conduciendo a una 

ruptura de dicha degeneración. En primer orden, en las coordenadas de simetría, 

esta ruptura de la degeneración dependerá de la magnitud del elemento matricial 

( ) ( ) ( )35.40
0

0∑ ∂∂
i

nimi SVrS ψψ r
 

Un análisis directo de la expresión anterior nos conduce a una  serie de 

conclusiones inmediatas: 

(a) El término ( 0iSV ∂∂ )

Γ

Γ×Γ×Γ

 se transforma de acuerdo a la representación irreductible 

, en el grupo  puntual molecular al cual pertenece la molécula. Esto es válido 

por cuanto la energía potencial V, que es uno de los términos del Hamiltoniano 

debe pertenecer a la representación irreductible totalmente simétrica. 

i

(b) Para la coordenada totalmente simétrica, es decir  la cual se transforma de 

acuerdo a la representación irreductible resulta evidente que el triple producto de 

representación  no contiene a 

1S

nm 1 1Γ , a menos que Γ . De modo que nm Γ=
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Γ≠Γ

S

para , el término lineal se anula por razones de paridad. De estas 

consideraciones se desprende que un desplazamiento totalmente simétrico no es 

capaz, en primer orden de destruir la simetría molecular de referencia. 

nm

(c) Producto de la conclusión anterior es preciso concentrar nuestra atención en 

coordenadas de simetría distintas a . 1

Para el caso de grupos puntuales simplemente reducibles (exceptuando los 

grupos dobles), se demuestra que los elementos matriciales lineales dados por la 

ec. (4.35) son no nulos siempre y cuando el producto simétrico resultante del 

producto de representación nm Γ×Γ , contenga a lo menos una coordenada de 

simetría que se transforme de acuerdo a la representación irreductible −Γi ésima. 

Es importante enfatizar que si estamos trabajando en el grupo doble, 

entonces debemos utilizar como test el producto simétrico, a diferencia del caso 

de grupos puntuales moleculares simplemente reducibles que no involucren el 

spin. 

Es interesante recordar que el producto directo de representación nm Γ×Γ  

es expresable como: [ ] [ ]antnmsimnmnm Γ×Γ+Γ×Γ=Γ×Γ , es decir como una 

combinación lineal de representaciones irreductibles correspondientes a los 

productos de representación simétricos y antisimétricos. 
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En una investigación sistemática de diversos sistemas moleculares Jahn -

Teller [9,10] demostraron que con  la excepción de moléculas lineales, una 

conformación nuclear que conduzca a la ocurrencia de estados electrónicos 

degenerados, exhibirá en forma simultánea a lo menos un modo de vibración 

(distinto al totalmente simétrico), tal que los elementos matriciales lineales dados 

por la ec. (4.35) sean no nulos. Esto en la práctica se traduce que para aquellos 

modos normales de vibración para los cuales los elementos matriciales lineales 

sean no nulos, se producirán en forma espontánea distorsiones con respecto de 

dichos modos (en otras palabras, la molécula pertenecerá a un sub grupo del 

grupo puntual molecular sobre la base del cual se clasificó al sistema molecular 

en una primera instancia). Resulta evidente de la discusión anterior, que el 

llamado efecto de Jahn - Teller no es un efecto desde un punto de vista formal, 

por cuanto, estos sistemas ya están distorsionados sin la acción de agente 

externo alguno. 

En resumen, el así llamado efecto de Jahn - Teller nos enseña que en el 

caso de sistemas molecular no lineales existirán vibraciones distintas a la 

totalmente simétrica las cuales producirán distorsiones en relación a la simetría 

molecular estática que asignamos de partida, por consideraciones de la 

estereoquímica al sistema molecular. 

 El tratamiento teórico de este así llamado efecto consiste en dos etapas:  
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(a) La obtención de las hipersuperficies de energía potencial y (b) Resolución de 

los movimientos vibracionales de los núcleos sobre las hipersuperficies de 

energía potencial. El caso (a) se refiere al Jahn - Teller estático y la segunda 

situación corresponde al Jahn - Teller dinámico. 

Existe una situación de gran interés en espectroscopia molecular que se 

refiere al pseudo efecto Jahn - Teller. En este caso, las funciones de ondas 

electrónicas no degeneradas son capaces de interactuar apreciablemente frente a 

la corrección vibrónica de primer orden [1]. 

Discusiones detalladas y aplicaciones del formalismo expuesto 

anteriormente a sistemas moleculares diversos, pueden ser encontradas en la 

literatura [11,12], de modo que cerraremos esta sección en este punto de la 

discusión. 

 

I V.4 – Transiciones Electrónicas.  

La expansión multipolar generada por la interacción radiación materia da 

origen a una serie infinita de términos, de los cuales, el término de primer orden 

corresponde al operador dipolar eléctrico, en segundo orden aparecen dos 

términos; uno de ellos correspondiente a un dipolo magnético y el otro a un 

cuadrupolo eléctrico y así sucesivamente. De esta forma, el coeficiente de 



absorción de Einstein [13,14], puede ser expresado de la forma que se indica a 

continuación: 

[ ) ( )[ ) ( )

K
h

h

r

h

+

+++=

∑

∑∑
2

22

2
0

3

2

2

2

20

0
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2

36.402~
3
20

3
2

n
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j

n
nn

n
nj

eqj
c

SlkjrejB

νπ

βππ

 

de la expresión anterior vemos que el primer término contiene al operador dipolar 

eléctrico, el segundo al operador de dipolar magnético y el tercero corresponde a 

la contribución proveniente del momento cuadrupolar eléctrico k representa el 

conocido factor de reducción orbital, mce 2h=β  es el magnetón de Bohr y las  

representan las componentes activas del momento cuadrupolar eléctrico: 

nq

( ) ( )[ ]2222 323,21,,, Rzyxzxyzxy −− . 

Para transiciones electrónicas del tipo  y  existen a lo menos 

cinco mecanismos que es necesario considerar, para explicar sobre bases 

cuantitativas las intensidades espectrales observadas experimentalmente. Los 

mecanismos son los que se enuncian brevemente a continuación: 

dd → ff →

(a)  Intensidades espectrales del tipo bipolar eléctrico para compuestos de 

coordinación sin centro de inversión: En estos casos, la intensidad espectral 

observada puede ser explicada sobre la base de estados mezclas provenientes 

de componentes de la configuración lN con otros estados excitados de paridad 
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distinta conectados por medio de una o más componentes impares del campo de 

interacción coulómbico. 

(b) Intensidad del tipo dipolar eléctrica en el caso de compuestos de coordinación 

centrosimétricos: En estos casos, la intensidad proviene de otra(s) excitación(es) 

permitida(s) por paridad y por spin, con la cooperación de los modos normales 

impares de vibración del sistema molecular. Esta es la base, en la versión del 

campo cristalino, del mecanismo vibrónico responsable de las excitaciones 

electrónicas entre estados de igual paridad. Este es el llamado mecanismo 

estático de intensidad espectral. 

(c) Intensidad dipolar eléctrica derivada de transiciones vibracionales permitidas 

por paridad: En estos casos, existe cambio en a lo menos un quantum asociado 

en forma simultánea a una vibración par y a una vibración impar, de modo que la 

intensidad se obtiene en una gran proporción de una diferencia en la frecuencia 

vibracional asociados a los estados electrónicos terminales de la excitación 

electrónica. Este mecanismo es bastante secundario en aporte, en el caso de los 

compuestos de coordinación de los metales de transición, lantánidos, actínidos y 

cúridos y no será considerado en el presente trabajo. 

(d) Intensidad dipolar magnética: En  muchos casos, corresponde a una 

contribución menor a la intensidad integrada asociada a cada uno de los picos del 

espectro. 



(e) Intensidad cuadrupolar eléctrica: Esta contribución es aún menor en magnitud 

a la intensidad del tipo  dipolar magnética. 

Retomemos el estudio de la ec. (4.36). En rigor  una transición electrónica 

se dice permitida si el primer término de la expresión del coeficiente de absorción 

de Einstein es distinto de cero, es decir, si el momento dipolar eléctrico de 

transición es distinto de cero. 

Al despreciar los términos de ordenes superiores a uno, en la ec. (4.36) 

concluimos que la fuerza dipolar asociada a la transición electrónica j0 →  está 

dada por la expresión: 

( )37.40
,,

2

0 ∑
=

=
ZYX

j jD
α

αµ  

Para medir la intensidad de la transición es conveniente  introducir una 

magnitud, adimensional conocida como fuerza del oscilador, la cual se define, por 

medio de la identidad: 

( ) ( )38.410085,1
3

2
0

21
0

11
00220 jjjjj DecmDE

e
mf −−⋅=∆= ν

h
 

Es conveniente señalar que la fuerza dipolar  está relacionada con el 

coeficiente de absorción de Einstein, por medio de la conocida relación: 

jf0
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( )39.402
0

0 j
j

j B
e

mh
f

π

ν
=  

donde en la expresión (4.39) la frecuencia en , se ha escrito como 1−⋅ segciclos j0ν . 

La relación anterior es válida para el caso en el cual existe una línea de 

absorción simple. Sin embargo, en la situación correspondiente a una banda de 

absorción ancha, el coeficiente total de Einstein se define como: 

( ) ( ) νν dddBB ∫=40  

Haciendo uso de ley de Lambert - Beer [2], obtenemos al integrar sobre 

todo el  contorno de la banda, la siguiente expresión para la fuerza del oscilador, 

que para efectos prácticos, corresponde al área bajo la curva del pico de 

absorción: 

( ) ( ) ( )41.410332,41010 9
2

23

∫∫ −⋅== ννεννε
π

dd
eL
Lnmcf

A
 

siendo LA el número de Avogadro ( )νε  el coeficiente de extinción molar. 

Sí suponemos para la banda de absorción una  forma Gaussiana del tipo 

[1]. 

( ) ( )[ ] ( )42.4exp 22
maxmax aννενε −−=  
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obtenemos para la fuerza del oscilador, la expresión: 

( )43.41061,4 21max
9 νε−⋅=f  

 

donde 21ν  es el valor de ν  para max2
1 εε = . La identidad dada por la ec. (4.43) es 

bastante útil para comparar los valores de fuerza del oscilador calculados con los  

obtenidos experimentalmente, en el supuesto de que la banda de absorción sigue 

la forma correspondiente a una gaussiana. Existe, adicionalmente una forma de 

banda del tipo Lorentziana,  la cual se utiliza con menor intensidad en esto tipo de 

discusiones.   

Hoy en día los avances tecnológicos nos permiten medir en forma muy 

precisa las áreas de cada uno de los picos del espectro,  es decir las conocidas 

áreas integradas. Sin  embargo, una primera indicación del área bajo la curva o  

intensidad espectral puede ser realizada con un margen de error pequeño, pero 

no despreciable, utilizando la expresión anterior. La dificultad mayor reside, no 

obstante, en la capacidad de resolución de los instrumentos y en consecuencia la 

resolución de los distintos picos en el espectro. 

Este hecho es de particular importancia, cuando se mide el espectro de un 

material, y aparecen cientos de picos de los cuales un subconjunto, en ocasiones 

no  despreciables corresponde a superposición de picos ya sea de absorción o de 
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emisión. En estos casos la determinación de los valores de 
2

1ν ,  puede ser 

prácticamente imposible de ser realizada en forma confiable. 

Cada uno de los niveles vibracionales está asociado con un denso 

envoltorio ya sea de niveles rotacionales y/o de vibraciones del cristal (fonones 

acústicos). Así por ejemplo, a la temperatura de 4,2 K, la energía térmica es del 

orden de 3  cm-1. Por esta razón, el ensanchamiento debido a estos fonones 

acústicos es de este orden de magnitud. Sin embargo, el ancho de las bandas 

refleja en este caso, no sólo a los así llamados fonones calientes sino que 

también la forma y naturaleza de la superficie de energía potencial para la 

molécula en el sitio que ocupa en el medio. 

Con el propósito de dar cuenta, de los movimientos de la molécula en 

relación a su entorno, Moffit y Modscowitz [1,13] introdujeron los números 

cuánticos "libracionales". De esta forma, la densidad ( )Wρ j  del estado libracional 

asociado con la vibración intramolecular j-ésima se considera normalizada a la 

unidad: 

( ) ( )44.41∫ =dWW jρ  

donde ( )jWρ  representa una forma de la línea efectiva generada por los 

movimientos libracionales. Esta estructura  no resuelta, puede otorgar a las líneas 

de absorción moleculares un ancho de varios números de ondas. 
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La observación en el espectro de líneas agudas o semi agudas (es decir 

con 21ν  menor que 10 cm-1) es una indicación clara, que estas líneas están 

asociadas con las transiciones: electrónicas entre estados terminales, cuyas 

separaciones energéticas no sean muy grandes en cm-1. Por otra parte, mientras 

mayor sea la diferencia energética entre los estados terminales de la excitación 

electrónica, más denso será el continuo y en consecuencia mayor será el ancho 

de las líneas de absorción. 

Bixon y Jortner [1,13] propusieron un modelo que permite describir las 

formas y el ancho de las líneas espectrales. Para estos efectos, se supone que la 

función sψ  de energía W  representa un estado víbrónico asociado al estado 

electrónico 

s

A .  

Por otra parte se introduce un conjunto de estados vibrónicos, funciones 

propias del mismo Hamiltoniano,  que designaremos por { }1ψ , asociadas al estado 

electrónico B . Para efectos prácticos se supone que las funciones del conjunto 

{ }1ψ  son cuasi degeneradas pero sus energías no difieren fundamentalmente de 

.  Supondremos que las funciones sW { }lψ  están uniformemente separadas entre 

sí, por una cantidad que simbolizaremos por ε . Tenemos claramente  tres 

posibilidades: 
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(a) Estados con energías,  sWW > ( )0>l ,   (b) Estados con energías sWW <    y  

(c) para , un estado con energía W . La energía W  corresponde a un 

estado vibrónico, del conjunto 

( )0=l 0 0

{ }1ψ  con ( )0=l  y representa una energía 

correspondiente al nivel vibrónico más cercano en energía al valor W  (cota 

energética inferior  más próxima). 

s

Las ecuaciones de valores propios son las que se indican a continuación: 

( )1.45.4sss WH ψψ =  

( ) ( ) ( )2.45.40 lsllll lWlWWH ψεαψεψψ +−=+== ,   donde 0WWs −=α . 

A continuación se introduce un Hamiltoniano de perturbación ( )1H  el cual 

conecta los estados sψ  con los lψ , de modo tal que se define un  elemento de 

interacción el cual se supone constante en magnitud o independiente del sub 

índice l. 

( ) ( )46.41
ls HV ψψ=  

De esta forma, las funciones propias del sistema molecular se expresan 

como combinaciones lineales de los estados de orden cero, por medio de la 

relación: 
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( )47.4∑+=Ψ
l

l
n
lsnn ba ψψ  

donde los coeficientes de expansión quedan determinados por la condición de 

normalización: 

( ) ( 48.41
2

2 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ∑

l

n
ln ba )  

de donde es posible demostrar las identidades siguientes: 

( ) ( )
( )1.49.42222

2
2

επVVWW
Va

ns

n
++−

=  

La expresión anterior nos da un envoltorio correspondiente a una 

Lorentziana para los valores de  en función de . El ancho  de la amplitud 

de distribución correspondiente a la Lorentziana, se define de acuerdo a la 

relación: 

2
na nW ∆

( )[ ] ( )2.49.44 2222 επVV +=∆  

con lo cual, al combinar las ecs (4.49.1) y (4.49.2), obtenemos la identidad: 

( )
( )3.49.4

4
1 22

2
2

∆+−
=

ns

n

WW

Va  
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y en consecuencia, de las ecs. (4.48) y (4.49.3) obtenemos la identidad: 

( )
( )

( )4.49.4

4
1 22

22

∆+−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
ns

ns

l

n
l

WW

WW
b  

Existen a lo menos dos situaciones de interés: 

 

(a) Primer Caso: 

Los momentos de transición  desde el estado fundamental lD0 0ψ  al 

continuo representado por las funciones { }lψ  son todos nulos. Suponemos que 

adicionalmente el momento de transición , que involucra los dos estados 

vibrónicos discretos terminales de la excitación es no nulo. 

s0D

La forma de la línea está dada, en consecuencia por la expresión: 

( )
( )

( )5.49.4

4
1

,
22

2
2

00

∆+−
=∆−

ns

snsn

WW

VDWWG  

de donde se infiere que la forma de la línea corresponde a un pico del tipo 

Lorentziano simétrico de ancho equivalente a la cantidad ∆ . 
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(b) Segundo Caso: 
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D

D

Supongamos que los momentos de transición  son todos colineales y 

de igual magnitud. En cuanto al sistema molecular el momento de transición  

no es necesariamente colineal con los momentos . En el caso general, la 

forma de 

lD0

s0

l0

2rr
0 ED n ⋅ , donde E

r
 es el campo eléctrico correspondiente al campo de 

radiación y  es el momento de transición desde el estado fundamental nD0

r
0ψ  al 

estado mezcla Ψ , ver ec. (4.47). n

Sea φ  el ángulo formado por los vectores de transición   y , en estas 

circunstancias al introducir: 

osD
r

olD
r

φcos=A  y las cantidades w y q, definidas por las 

expresiones: 

( 6.49.4

2
1
∆

−
= ns WW

w ) ,      para +∞<<∞− w  

y adicionalmente: 

( )7.49.4

2
1
∆

=

ol

os

D

VD
q r

r

 



donde w es un parámetro de energía reducido y q es un índice de forma de línea. 

Luego se obtiene para el momento de  transición normalizado la expresión 

siguiente: 

( ) ( )8.49.4
1

1
2

2

0
w

jAwkAwqD n
+

−++
=

rr
r

 

para la elección de ejes, ver [1]. 

Sea θ  el ángulo formado por los vectores E
r

 y osD
r

, en el plano definido por 

los vectores  y . Por cuanto la forma de la línea es independiente del 

ángulo entre los vectores 

osD
r r

onD

E
r

 y el plano definido por los vectores unitarios ( )jk
rr

, . La 

forma de la línea adopta una expresión del tipo siguiente: 

( )
( )

( )9.49.4
1

1cos
, 2

2
2

w

senAwAwq
wGon +

−++
=

θθ
θ  

En un experimento en el cual las fases sean aleatorias, promediar sobre θ , 

la expresión anterior se transforma: 

( ) ( )10.49.4
1
2

2

22

w
wwAqq

wGon +
++

∝  

Para , el fondo (background) tiene una fuerza del oscilador intrínseca 

que en el estado discreto no la tiene y está dada por la expresión: 

0=q
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( ) ( )50.4
1 2

2

w
wwGon +

∝  

En este caso la forma de la línea del fondo corresponde a dos curvas en 

direcciones opuestas a lo largo del eje w, las cuales son simétricas (con respecto 

del valor w = 0) y tienden asintóticamente a un valor dado de onG  (cuyo ancho es 

). ∆

Adicionalmente, para 1<A , ésta línea será observada, como una típica 

absorción del background anti resonante. Por otra parte, cuando  y osD
r

olD
r

 tienen 

la misma dirección ( , la forma de la línea adopta la expresión de Fano: )1=A

( ) ( ) ( )51.4
1 2

2

w
wqwGon +

+
∝  

con lo cual, en la región ∞<< q0 , se observa una línea asimétrica cuya 

intensidad es cero para q = -w. 

El orden de magnitud de una línea de ancho ∆ , es del orden de  varios 

cientos de números de ondas (cm-1), para un estado electrónico excitado en el 

caso de una molécula poliatómica. 

El espaciado ε  de los estados vibrónicos es relacionado con la densidad 

ρ  de los niveles vibracionales, por medio de la expresión . ρε =−1

 182



Consideraciones clásicas y semi clásicas nos indican que ε  es una función de las 

frecuencias vibracionales de la molécula y de la energía W del estado excitado. 

Es corriente en la literatura, expandir el parámetro de interacción V en una parte 

electrónica "v" y una integral de recubrimiento vibracional S, tal que V = vS. Los 

estados excitados de mayor energía presentan 1<εV , de tal suerte que el ancho 

de línea  es aproximadamente igual a . Para un estado excitado, a una 

energía del orden de 10,000 cm

∆ ρπ2 Sv 22

2-1, se tiene que  se mueve en el rango de 10Sρ -4 

a 10-5 cm. Si estimamos v del orden de 103 cm-1, obtenemos un ancho ∆  en el 

rango de 102  - 103 cm-1. 

Otras causas, tales como efectos de difusión son analizados en la literatura 

[15]. 
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ANALISIS DE COORDENADAS NORMALES EN CRISTALES 

DEL TIPO ELPASOLITAS 

 185



V.1 - Palabras preliminares. 

 Los iones lantánidos trivalentes positivos, en estructuras del tipo 

elpasolitas , se asocian a sitios de simetría octaédrica. En este 

capítulo describiremos algunos elementos de la síntesis y caracterización 

estructural con énfasis en las transiciones de fases.  Sabemos que el entorno 

centrosimétrico de estos iones 

62 ALnXM

( )3+

( )'00 −

ff →

NN 54 1−−

Ln , les confiere, de acuerdo al 

conocimiento acumulado a la fecha, propiedades espectroscópicas distintas, 

siendo el análisis y comprensión de éstas, un desafío  teórico-experimental de 

envergadura para estos materiales en espectroscopía del estado sólido.   Los 

espectros vibracionales, electrónicos y Raman que caracterizan a estos 

materiales, presentan grados crecientes de dificultad, toda vez que la 

tecnología actual nos facilita la obtención de espectrogramas de alta 

resolución. La costumbre a la fecha, ha sido describir los espectros 

electrónicos en términos de la llamada “zero phonon line ” y de la 

estructura vibrónica asociada y en consecuencia, resulta inmediato sospechar 

las dificultades teóricas que será preciso resolver para modelar las 

intensidades espectrales asociadas a excitaciones electrónicas del tipo 

 en estos sólidos. Es también de singular importancia, considerar las 

diferencias de los espectros asociados a configuraciones mixtas totales del 

tipo  asociados a las estructuras .  Otro tema dff4 62 ALnXM
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relevante dice relación con las estrategias de cálculo para la obtención de los 

niveles de energías electrónicas, para lo cual las contribuciones pioneras de 

F.S.Richardson, M.F. Reid y colaboradores [1 - 9] son consideradas como 

punto de partida para cálculos con interacción de configuraciones, en 

sistemas de esta complejidad.   

 

V.2 – Introducción. 

 El objetivo de este Capítulo es el considerar aspectos teóricos formales 

con relación al factor vibracional, el cual y en conjunto con el factor 

electrónico son responsables de los valores estimados de las fuerzas del 

oscilador.  En una serie de trabajos previos, realizados por diversos 

investigadores [1 - 21], observamos que la fuerza del oscilador, digamos  

asociada a la excitación electrónica 

m,0f

m→0  es proporcional al cuadrado del 

módulo del producto , correspondiente a los factores electrónicos y 

vibracionales, en cuestión.  Por razones de completitud en esta introducción, 

es en nuestra opinión relevante, examinar el trabajo de revisión de Tanner 

[22], el cual en un esfuerzo académico de envergadura, se refiere a los 

procesos de síntesis, caracterización estructural, reglas de selección 

espectrales, espectros vibracionales, transiciones electrónicas del tipo 

 asistidas por un mecanismo vibrónico simple, espectros Raman, 

vibelec FF

NN ff 44 →
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interacción electrón-fonón  y su consecuencia en la mezcla de estados, 

espectroscopía de absorción de dos fotones en experimentos de uno y de dos 

colores, espectros electrónicos característicos y atribuibles a transiciones del 

tipo , variación a lo largo del período de los parámetros 

ajustados por un método debido a Reid y colaboradores y finalmente a 

problemas de transferencia de energía.  Adicionalmente al valor intrínseco de 

este trabajo, aparece un listado relativamente completo y de gran utilidad, 

compuesto por un total de 394 referencias. 

dff 544 → NN 1−

 Con respecto del factor vibracional, resulta pertinente focalizar a partir 

de este punto, la motivación de este trabajo, la cual podemos resumirla de la 

forma que se indica: Existe una familia de elpasolitas estequiométricas, para 

las cuales disponemos de un conjunto importante (no obstante, incompleto) 

de datos experimentales, los cuales son la resultante del trabajo de números 

grupos de investigación en las tres últimas décadas.  Disponemos de datos 

derivados de las técnicas empleadas en óptica lineal y no lineal (Raman y 

espectroscopía de dos fotones en experimentos de uno y de dos colores), no 

obstante, limitaciones intrínsecas impiden que el número de incógnitas pueda 

ser compatible con esta masa insuficiente de evidencia experimental.  

Siempre, en consecuencia, dispondremos de un número mayor de incógnitas 

que de datos experimentales, lo cual constituye un desafío de envergadura. 
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 En este sentido, los modelos a ser generados y las estrategias de 

cálculo deben necesariamente incorporar criterios físicos adicionales que nos 

permitan avanzar en modelos y métodos físicamente razonables de cálculo 

para los factores electrónicos y vibracionales, mencionados anteriormente 

como responsables a nivel teórico de los valores experimentales de las 

fuerzas del oscilador (ver, Capítulos 3 y 4). 

 En la búsqueda de modelos y estrategias de cálculo, decidimos 

examinar los campos de fuerzas vibracionales, empleados con el propósito de 

generalizar los enfoques anteriores e incluir, en forma razonable la 

contribución de los contra-iones a la energía potencial en un retículo 

perteneciente al grupo espacial .  En la Figura 6 del Capítulo 2, se 

reporta un modelo de 10 átomos, compatible con una elpasolita 

estequiométrica de la forma: .  En este trabajo, hemos considerado 

el conjunto de cristales del tipo: , para un total de 7 iones 

lantánidos del tipo que se indica:  y .  

Hemos logrado avanzar en el desarrollo de una estrategia de cálculo de modo 

de dar mayor realismo a nuestras simulaciones de la matriz de energía 

potencial .  Nuestra estrategia de optimización, incluye en forma explícita 

la minimización del término cruzado de la energía potencial, originando una 

distribución de energía potencial natural (Ver, Capítulo 4).  Nuestro objetivo 

maestro consiste en el desarrollo de condiciones de borde, con un sentido 

mFm3

ALnXM

NaLnClCs

ErHoDyTbEuLn ,,,,Pr,: Tm

( )F

62

62

686766656359 69
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físico claro y directo, el cual nos permita discernir razonablemente en la 

identificación y asignación de los picos espectrales.  Este tema cobra 

importancia en estos sistemas con muchos electrones, en los cuales, los 

efectos relativistas adquieren un peso importante en cualquier modelo de 

cálculo a ser realizado.  No es suficiente con el antiguo criterio, de la 

minimización de la desviación cuadrática media, se exige que en forma 

simultánea la descripción de los modos normales sea lo menos ambigua 

posible.  Existe en la literatura, un trabajo teórico pionero, de Lentz [23], el 

cual puede ser empleado como un punto de partida para nuestros efectos.  La 

motivación de Lentz, se debe esencialmente a la existencia en la década de 

los 70 de una serie de espectros vibracionales con estructuras del tipo 

elpasolitas y criolitas;  y , respectivamente.  El trabajo 

exploratorio realizado por este autor, considera un modelo de 10 átomos y un 

conjunto de 10 constantes de fuerzas (del tipo Hooke) desconocidas, todas 

diagonales en una versión del tipo campo de fuerzas vibracional Wilsoniano.  

Este campo, ciertamente adolece de una serie de fallos e inconsistencias que 

es preciso considerar con detalle.  No obstante, las limitaciones del modelo y 

esquema de cálculo, este trabajo es iluminador y constituye el primer eslabón 

de este problema de N-cuerpos a nivel vibracional.  Es corriente, observar en 

la literatura, incluso su nomenclatura para la descripción de las coordenadas 

de simetría (en la base de coordenadas cartesianas de desplazamiento 

nuclear) y de las frecuencias vibracionales asociadas.  Desafortunadamente, 

62 ' XBBA ' XBA 63
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las limitaciones del campo de fuerzas, produce un conjunto de modos 

normales de vibración poco confiable desde un punto de vista físico.  

 En  un intento por mejorar el estado del arte en esta área, P.A.Tanner y 

colaboradores emprendieron la compleja tarea de (a) introducir términos no 

diagonales en la matriz de energía potencial y (b) recopilar la base de datos 

experimentales más completa posible, usando distintas combinaciones de 

iones en estructuras del tipo elpasolitas puras, dopadas y no estequiométricas 

[24, 25].  La propuesta de Tanner y colaboradores, adolece de fallas 

sustantivas, esencialmente en las matrices de constantes de fuerzas (estas 

son por definición, para una configuración nuclear de equilibrio del sistema 

positiva, en valor absoluto.  Para efectos prácticos, es admisible aceptar 

algunas constantes de fuerzas entre coordenadas internas con signo 

negativo, pero se espera que su valor absoluto en módulo sea muy pequeño 

o despreciable frente a los términos correspondientes a interacciones entre 

átomos directamente enlazados). 

 Un análisis crítico de la Tabla 8 de la Referencia [25] sugiere la 

necesidad de buscar otra estrategia de cálculo, más razonable y capaz de 

acomodar los efectos globales a nivel estructural, de entorno y de disposición 

espacial.  Un mérito indiscutible del trabajo de Tanner [24, 25] es su notable 

esfuerzo por recopilar datos, obtener otros y de esta forma, permitirnos hacer 

teoría formal.  Recientemente, hemos reportado un trabajo de revisión, 
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dedicado a la espectroscopía del cristal , para el cual disponemos 

de información experimental, referida a una serie de absorciones desde el 

estado fundamental 

62 NaErClCs

( ) 82/15 ΓI4 a  a diversos estados excitados.  Este artículo 

será incluido en la tesis, de modo que no precisamos repetir los mismos 

conceptos y ecuaciones en esta sección [10]. 

 

V.3 - Análisis de coordenadas normales. 

 En base a diferencias físicas y químicas, es posible clasificar los 

cristales en las siguientes categorías: (a) iónicos, (b) covalentes, (c) metálicos 

y (d) moleculares. Es sabido, la existencia de cristales con propiedades 

intermedias, de modo que la clasificación en familias, del tipo (a), (b), (c) y (d) 

es sólo de valor referencial.  Es interesante cuidar la discusión y enfocarla, a 

la situación de los llamados cristales moleculares por cuanto mucho de la 

argumentación es posible aplicarla a los cristales iónicos, motivo de esta 

tesis.  Los cristales moleculares, se caracterizan por poseer valores 

relativamente bajos de la energía de cohesión, bajos puntos de fusión, 

suavidad y deformabilidad, baja conductividad eléctrica y térmica, así como 

ser pobres en propiedades mecánicas.   De esta forma, los cristales 

moleculares podemos jerarquizarlos en términos del (a) arreglo estructural de 

sus átomos y (b) naturaleza e intensidad de las fuerzas de interacción.   
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Algunos comentarios, a nuestro juicio razonables de emitir son los siguientes: 

(a) preservación de la identidad molecular. Considerando que las fuerzas de 

enlace entre átomos de una misma molécula, son de mayor intensidad que 

las correspondientes a interacciones entre átomos pertenecientes a 

moléculas distintas.  Al respecto, desviaciones en longitudes de enlace y 

ángulos de enlace, se observan entre las fases gaseosa y cristalina, como 

consecuencia del potencial intermolecular en los enlaces intramoleculares. (b) 

en el caso de moléculas simples (caracterizadas por barras de baja energía 

rotacional), es posible que en el cristal las moléculas adopten una 

configuración distinta, la cual no es estable en fase gaseosa.  (c) estos 

cristales se caracterizan por la ocurrencia de una periodicidad, de identidades 

moleculares (redes de Bravais), las cuales se repiten en todo el espacio físico 

y (d) espectro vibracional del cristal.  Sabemos que al comparar los espectros 

vibracionales en las fases sólida y gaseosa, se observa que en el espectro 

del gas, los modos fundamentales de vibración de la molécula, sus 

sobretonos y combinaciones pueden ser observados experimentalmente.   No 

obstante, en el caso del cristal, podemos apreciar las mismas bandas, las 

cuales sufren un desplazamiento en frecuencias y aparecen divididas en un 

número de componentes, el cual básicamente depende de dos factores: 

número de moléculas por celda unitaria y de la simetría asociada a esta 

celda.  Los corrimientos aludidos de las bandas como también sus divisiones 

de bandas parecen ser de algunos números de ondas, sin embargo, existen 

 193



casos en los cuales, cuando las fuerzas direccionales son marcadamente 

intensas, estos corrimientos pueden llegar a ser mayores a 100 .  En el 

espectro del cristal a bajas frecuencias, aparecen nuevas bandas, las cuales 

no existen en el espectro de la molécula en fase gaseosa.  Estas nuevas 

bandas se deben a vibraciones del cristal, en el cual las moléculas 

desarrollan pequeños movimientos, de origen y naturaleza translacional y 

rotacional en torno a  sus posiciones de equilibrio.    Sabemos que en fase 

gaseosa, las moléculas experimentan libremente, movimientos 

translacionales y rotacionales, pero en el cristal como es de esperar estos 

movimientos están restringidos por fuerzas restauradoras, producto de 

fuerzas intermoleculares.   

1−cm

 Estas vibraciones se denominan, en lenguaje espectroscópico 

“vibraciones externas” y a diferencias de de las netamente moleculares, a las 

cuales se les conoce como “vibraciones internas”.   En  términos generales, 

estas vibraciones internas y externas están lo suficientemente separadas en 

energía y para efectos prácticos, en una primera aproximación podríamos 

decir que el acoplamiento tiende a cero (desacopladas).  Adicionalmente, el 

tratamiento de las vibraciones externas de un cristal, en el cual los modos 

internos son considerados separadamente del resto, se asocia a la 

aproximación del cuerpo rígido, por el simple expediente que las moléculas se 

comportan como si fuesen cuerpos rígidos, sin grados de libertad internos.  
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Esta aproximación tiene la ventaja de disminuir en seis el número de grados 

de libertad de cada una de las moléculas no lineales y en cinco, para el caso 

de moléculas lineales. 

 La clasificación entre vibraciones internas y externas, es empleada 

incluso en aquellos casos, en los cuales la aproximación del cuerpo rígido no 

es válida, con lo cual todos los grados de libertad deben necesariamente ser 

considerados simultáneamente. 

 Este es el caso de los cristales, en los cuales los modos normales 

asociados a vibraciones internas poseen bajas frecuencias y se recubren con 

los modos normales cristalinos. Esta situación es de gran complejidad en 

espectroscopía del estado sólido y se produce una suerte de ambigüedad en 

la identificación y asignación de picos espectrales diversos, resultantes de 

recubrimientos entre excitaciones asociadas a modos normales de igual 

simetría y de energías comparables.    Debemos agregar que la aproximación 

de cuerpo rígido, enfatiza el estudio en las vibraciones externas.  De igual 

forma, podemos argumentar razonablemente que estas vibraciones 

cristalinas son controladas por el potencial intermolecular y son utilizadas 

como un vehículo para intentar la racionalización y comprensión de la 

naturaleza física de las interacciones entre moléculas y de igual forma, 

visualizar la validez de los diversos modelos de potencial. En el caso de las 

vibraciones internas, las interacciones moleculares, actúan solo como una 
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pequeña perturbación en el campo de fuerzas interno.  Por esta razón, los 

corrimientos y rupturas de las bandas externas son menos utilizadas en 

cálculos, dado su complejidad inherente.  También y sumados a las bandas 

internas y externas, el espectro del cristal muestra una serie de bandas de 

absorción anchas, conocidas como “sidebands”  asociadas a las vibraciones 

internas.  Estas “sidebands” son el producto de la combinación de los modos 

internos del cristal y reciben el nombre de “multi-photon bands”.  Absorciones 

multifotónicas, aparecen también en la región de los sobretonos y 

combinaciones de modos internos y corresponden principalmente a 

excitaciones de distintos modos internos, asociados a diferentes moléculas en 

la celda unitaria. 

 

V.4 - Ecuaciones de movimiento.  Vibraciones. 

 Una discusión acuciosa a partir de primeros principios, puede 

encontrarse en el texto-apunte, “Vibraciones Moleculares de Compuestos de 

Coordinación”, en el cual se hace un barrido de esta área de la 

espectroscopía, con un énfasis especial en los aspectos formales.  De esta 

forma, y considerando las limitaciones de los modelos empleados en diversos 

trabajos [23 - 25, 27], hemos considerado el problema central, el cual 

consiste en obtener una representación físicamente razonable para la matriz 
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de energía potencial , empleando el procedimiento matemático que se 

detalla a continuación: 

F

 El problema consiste en encontrar una matriz  simétrica, con todos 

sus elementos positivos y tal que satisfaga la ecuación de movimiento 

vibracional [26]: 

F

( )1.5Λ= LGFL  

donde,  (matriz de energía cinética) es conocida, para una configuración 

nuclear de equilibrio.  Esta matriz contiene en sus elementos constituyentes, 

longitudes de enlace, ángulos de enlaces y las masas de los átomos del 

arreglo periódico.  También., la matriz  corresponde a las amplitudes de 

vibración y es desconocida, por cuanto depende paramétricamente de los 

detalles del campo de fuerzas vibracional.  Para una elección dada de un 

campo de fuerzas, representado, digamos por una matriz , la matriz de 

amplitudes de vibración debe satisfacer una suerte de condición de 

normalización, a saber: 

G

L

F

( )2.5' GLL = , 

donde la “prima” se refiere al transpuesto de la matriz original . L
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 También la matriz Λ  es diagonal y sus elementos corresponden a los 

evaluados mediante la relación: 

( )3.5
16,303.1

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= i

i
ν

λ
, 

siendo iν  el número de ondas (en ) de la vibración asociada a la 

coordenada normal i-ésima. 

1−cm

 Una vez formulado el problema, no es difícil darse cuenta que en 

principio, existe una infinidad de matrices de energía potencial, que satisfacen 

la ecs (5.1) y (5.2). A continuación, procederemos a detallar un algoritmo 

heurístico para el cálculo de estas mismas.   

 De la condición de normalización se desprende que G  es una matriz 

simétrica y considerando que ésta representa la energía cinética vibracional 

de los núcleos del cristal, entonces debe ser definida positiva, es decir, los 

valores propios de esta matriz deben ser escalares positivos.  Sea, B  la 

matriz de la factorización de Cholesky [28] de la matriz , con lo cual se 

obtiene la siguiente igualdad: 

G

( )4.5'BBG =  

 También de la ecuación de movimiento vibracional: 
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 ( ) ( ) 11111 ' −−−−− Λ=Λ= LLLLLLGF  con lo cual podemos escribir: 

( ) ( )5.5' 11 −− Λ= LLF  

y por la forma que tiene la última expresión , se garantiza que cualquier matriz 

 obtenida de esta forma, será simétrica y además los valores propios de la 

matriz  serán exactamente los 

F

GF iλ , obtenidos del experimento.  Solo nos 

resta para encontrar la matriz , definir apropiadamente la matriz , la cual 

debe ser invertible y por lo tanto sus columnas definen una base en todo el 

espacio 

F L

nR  .    

 Definamos a continuación: '' ABL = , donde B  es la matriz de 

factorización de Cholesky de G  y  es una matriz cuyas columnas, forman 

una base ortonormal del espacio 

A

nR , es decir: .  Observemos que con 

esta definición de la matriz  se garantiza que se satisfaga la condición de 

normalización dada por la ec (5.2), dado que: 

1−=

L

' AA

''''' 1 LLABABABABBBG ==== −  

 Al sustituir la definición de  en la ec (5.5), obtenemos: L

( ) ( ) ( )6.5'' 11 −− Λ= BAABF  
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 De la identidad anterior, observamos que la matriz , depende de la 

matriz  que se considere, de la cual sólo hemos exigido hasta este 

momento que sea ortonormal. Para la descripción del algoritmo, definamos 

condiciones adicionales que se desean con referencia a la matriz F , por 

ejemplo en nuestro caso que deseamos resolver, hemos pedido que todos 

sus elementos sean positivos y adicionalmente que los elementos tengan un 

cierto orden, más explícitamente podemos escribir: 

F

A

Condiciones sobre la matriz : F

* , para todo 0, >jif nji ,...,2,1, =  

* , para todo jiii ff ,> nji ,....,2,1, =  

* , para todo jijj ff ,> nji ,....,2,1, =  

  

Para el caso particular, de la simetría ( )441 xuτ , como veremos que 

aparece en el modelo de 10 átomos para la elpasolita estequiométrica 

, se escogió que los elementos de la diagonal de la matriz , 

satisficieran las desigualdades: .  Finalmente, antes de 

escribir el algoritmo propuesto en seudo lenguaje, definamos la variable 

Condiciones sobre  de la siguiente manera: 

62 BLnXA F

>>>

F

44223311 ffff
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Condiciones sobre  =  F
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

→

→

contrariocasoenfalse

cumplenseFmatrizlaaexigidasscondicionelastodassítrue

Algoritmo 

Sean G  y  matrices dadas Λ

B  matriz de la factorización de Cholesky de la matriz G  

While.  Conditions sobre falseF =  

Â  matriz de nxn aleatoria; 

If det ( ) thenA ,0ˆ ≠  

    matriz ortonormal generada por  A Â

   ( ) ( )'' 11 −− Λ= BAABF  

   If condiciones sobre trueF = , then  

        Stop 

         es una matriz factible F

    ( )Ifend

   ( )Ifend
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( )Whileend  

 

Criterio de Asignación. 

 Por lo discutido anteriormente, es imprescindible contar con un criterio 

que nos permita discernir entre diferentes matrices  posibles.  Existe, no 

obstante, un criterio de asignación ampliamente aceptado en base del 

concepto de distribución de energía potencial, el cual permite a partir de la 

matriz  y por ende, de la matriz ,  se crea una nueva matriz conocida 

como  (“potencial energy distribution”).  En este Capítulo de la tesis, 

proponemos obtener la misma matriz, pero siguiendo una metodología un 

poco diferente que nos permita tener una matriz de asignación  para 

cada uno de los elementos 

F

F L

( )PED

PED

i

iλ  de la matriz Λ y la matriz comúnmente utilizada 

, se obtiene sumando las diversas matrices PED ( )iPED n,...,2,1= con i . 

 De la ec (5.5), se tiene: LFL'=Λ  y por lo tanto, cada elemento iλ  de 

la diagonal de , se puede expresar como: , donde  y 

 son los elementos 

Λ ∑∑
= =

=
r k

ikkriri lfl
1 1

,,,λ
n n

f

jil ,

ji, ji  de las matrices  y F , respectivamente. Notemos 

que de esta última expresión podemos tener una explicación que asigne a 

cada elemento 

, L

iλ  de la diagonal de Λ  una matriz ( )ikkriri ,,, lflM =  y de esta 
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manera iλ  no sería otra cosa que la suma de todos los elementos de la 

matriz .  De esta forma, definimos la matriz de asignación   como:  iM ( )PED i

( ) i
i

i MPED
λ

=
100

n

 y el criterio de asignación usual queda expresado como: 

 ( )∑
=

=
i

iPEDPED
1

 Lo realizado hasta este punto, nos permite obtener matrices de energía 

potencial F , razonables y debemos agregar a las exigencias planteadas 

anteriormente, expresiones para los términos diagonales y cruzados por 

modo normal de vibración del cristal correspondiente a la distribución de 

energía potencial.  Esta tarea es formidable, no obstante, tenemos un 

razonamiento y estrategia para abordar estas situaciones en forma plausible, 

tanto desde un punto de vista físico con la rigurosidad matemática exigida.   

 

V.5 - Modelo de 10 átomos para sistemas del tipo elpasolitas. . 62 BLnXA

 Mencionamos en la sección IV, algunas referencias relevantes [23 - 

27] con relación al método y estrategia empleado a la fecha para obtener una 

representación razonable de la dinámica vibracional para estos sistemas.  

 Con relación al trabajo de Tanner y colaboradores [24, 25], señalamos 

en la sección II, la existencia de dificultades de envergadura en la física y 
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química contenida en dicho artículo.  Reconocemos lo arduo de la tarea 

emprendida por este autor y sus colaboradores, no obstante, es criticable el 

introducir una constante adicional de modo de minimizar el error medio entre 

las frecuencias calculadas y las experimentales.  Desafortunadamente, el 

trabajo de estos autores no aporta un modelo físico apropiado y debe 

necesariamente ser desechado. 

 El modelo desarrollado en este trabajo, contiene un aporte significativo 

en la obtención de una representación relativamente razonable para la 

dinámica vibracional con referencia a cristales del tipo elpasolitas 

estequiométricas, para los cuales disponemos de una cantidad limitada y 

prácticamente siempre insuficiente de datos experimentales.  Como veremos 

a lo largo de esta discusión, estamos a las puertas de reportar análisis en 

dinámica de cristales para estos sistemas y cálculos de densidades de 

fonones, formas de líneas y un estudio crítico de la teoría formal del 

acoplamiento ión-fonón.  Todos estos temas, han recibido la atención de 

diversos grupos de investigación por más de dos décadas, con resultados 

interesantes en transferencia de energía y fenómenos relacionados [29, 37]. 

 Un primer paso significativo tendiente al objetivo central de obtener una 

representación, física y químicamente razonable para la matriz de energía 

potencial F , ha seguido, la siguiente estrategia: La información a ser 

discutida en este Capítulo, se encuentra en el Anexo II. 
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(1)     Modelo de 10 átomos.  Ver  Anexo II.1. 

 

(2)      Introducción de un conjunto representativo de coordenadas internas.  

Para estos efectos, hemos introducido los siguientes conjuntos: (a) { , seis 

en total. (b) { , seis en total. (c) 

}r∆

}R∆ { }α∆ , doce en total, (d) { }β∆

∆

, doce en 

total. (e) { , doce en total. (f) }q { }d∆ , veinticuatro en total.  Es decir, una 

descripción razonable, precisa de un conjunto mínimo de 72 coordenadas 

internas.  [Anexo II.1] 

 

(3)      La próxima etapa, en extremo laboriosa fue el identificar las 

interacciones entre las diversas coordenadas internas, y proceder a definir en 

forma gráfica (3D) el origen y naturaleza de las interacciones a ser incluidas 

en nuestro modelo. Al respecto, hemos considerado ilustrativo graficar todas 

y cada una de estas interacciones, empleando para estos efectos el modelo 

de 10-átomos. El análisis realizado nos sugiere la introducción de un total de 

98 interacciones (originando igual número de constantes de fuerzas del tipo 

Hooke).  Las figuras has sido cuidadosamente diseñadas de modo de permitir 

al lector, disponer en forma rápida de una representación visual de estas 

contribuciones a la energía potencial total del sistema. [Anexo II.2] 
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(4)       Una situación de particular complejidad, aparece a nivel de la 

construcción de las coordenadas de simetría , las cuales se relacionan por 

medio de una matriz unitaria 

S

( )U

s UsS

 con el conjunto total de coordenadas 

internas .  La transformación es la que se indica a continuación: = .   

Para estos efectos, observamos durante el transcurso de este trabajo, la 

dificultad de obtener en forma simple y directa las coordenadas de simetría, 

en la base de las coordenadas internas al emplear únicamente el conjunto de 

generadores del grupo de sitio octaédrico, a saber: ( ){ }1,1,1XZ
344 ,, CCC , [Anexo 

II.6].  Como resultado de las dificultades inherentes al proceso descrito 

anteriormente, procedimos a obtener en forma explícita en la base de las 

coordenadas cartesianas ( )zyx ,, , las representaciones matriciales de los 

operadores de simetría asociados a las 48 transformaciones de coordenadas 

representativas del grupo de sitio octaédrico O  [Anexo II.3].   De igual 

forma, una vez definidas las 72 coordenadas internas para el modelo en 

cuestión, procedimos a operar con los distintos operadores de simetría sobre 

todas y cada una de las coordenadas internas del sistema. Estos resultados, 

se entregan en el Anexo II.4.  Habiendo logrado esta información, se 

procedió a explicitar los proyectores de simetría para todas y cada una de las 

especies de simetría en el grupo de sitio octaédrico, para las diversas 

coordenadas de simetría del cristal.  Para el modelo utilizado en este 

estudio, vemos que el número de grados de libertad vibracionales es 

h
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veinticuatro  (3x10-6 = 24).  Observemos que en este número 24, no hemos 

incluido el modo rotacional restringido T . Estos grados de libertad 

vibracionales se corresponden con los modos normales de vibración, los 

cuales son clasificados de acuerdo a las siguientes representaciones 

irreductibles del grupo de sitio, como se indica a continuación:  

g1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1029876154231211 ,,,4,2 STSSSSTSSTSTSESA uuggggvib +++++=Γ  

 

(5)        La aplicación de los diversos proyectores de simetría sobre los seis 

sub-conjuntos de coordenadas internas, produce las combinaciones lineales, 

adaptadas por simetría en las bases de las coordenadas internas y de las 

coordenadas cartesianas de desplazamiento nucleares se informan en el 

Anexo II.5.  En el Anexo II.6, se entrega la tabla de generadores del grupo 

octaédrico y el efecto de estos operadores de simetría sobre las componentes 

de funciones de simetrías en el sub-grupo de las rotaciones (grupo O). 

Recordemos la cadena de grupos-subgrupos: OOh ⊃ . En el Anexo II.7, se 

entrega por razones de ilustración de la metodología empleada, un ejemplo 

que nos permite obtener las tres componentes de la representación 

irreductible T  en la base de las coordenadas internas u1 { }r∆ .   De igual forma, 

empleando el conjunto mínimo de generadores del grupo de sitio octaédrico, 

reportamos las combinaciones lineales, adaptadas por simetría para las 
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diversas representaciones irreductibles, pertinentes a la obtención de las 

coordenadas de simetría, ver Anexo II.8.  En estas páginas, se entregan las 

coordenadas de simetría en ambas bases; coordenadas internas y 

cartesianas de desplazamiento nuclear.  Es interesante observar, como era 

de esperar, que los diversos conjuntos de coordenadas internas 

(pertenecientes a distintos conjuntos) se combinen entre sí.  No obstante, 

cuando son proyectadas a lo largo de los tres ejes cartesianos, no es trivial 

observar una forma no discutible de mezclar estas combinaciones lineales de 

simetría como tampoco identificar un número adecuado, compatible y 

físicamente razonable de combinaciones lineales representativo para la 

representación vibracional.   

Decidimos avanzar, en una estrategia más general, empleando todas 

las operaciones de simetría del grupo de sitio octaédrico y en la base de las 

coordenadas internas, obtuvimos un conjunto de coordenadas de simetría, lo 

cual es informado en las Anexo II.9.  

Un análisis exhaustivo de las diversas combinaciones lineales 

obtenidas, nos condujo a seleccionar nuevas coordenadas de simetría, 

mezclas de los conjuntos: { }r∆ { }R∆ { }α∆ { }β∆ { }q∆, , , ,  y . Estos 

conjuntos optimizados, de coordenadas internas, físicamente razonables se 

entregan en el Anexo II.10.  De esta forma, entregamos en el Anexo II.11, 

conjuntos consistentes y adaptados por simetría para describir 

{ }d∆
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razonablemente la dinámica vibracional en el modelo de 10-átomos. A esta 

altura de la discusión, hemos logrado originar un modelo físico para estas 

elpasolitas estequiométricas y en consecuencia podemos intentar avanzar en 

el formidable problema de la resolución de las ecuaciones de movimiento 

vibracional  [26].   Λ= LGFL

U

( )

 

(6)  Aceptando que la matriz de transformación entre las coordenadas de 

simetría y las internas es aceptable, podemos proceder a la obtención de la 

matriz .  Es importante, recordar que a nivel de coordenadas de 

simetría, hemos seleccionado un total de 10 para las diversas 

representaciones irreductibles, ver Anexo II.12.  De igual forma, en el Anexo 

II.11, del total de 72 coordenadas internas iniciales, hemos seleccionado un 

total de 38, linealmente independientes.  De esta forma, podemos escribir la 

identidad matricial: 

( )3810x

( ) )138(3810110 xsxUxS = , donde entre paréntesis, hemos 

explicitado las dimensiones de las diversas matrices.  Estas matrices se 

precisan para construir las matrices simetrizadas asociadas a la energía 

potencial F y cinética , ver Anexo II.13.  Recordemos que el conjunto 

inicial de coordenadas internas es 72, y las nuevas coordenadas elegidas 

para este trabajo, son 38 ver Anexo II.11. De igual forma, en la base original, 

la transformació

 G

n ( ) ( ) ( )1x727238110 sxUxS = , se entrega en El Anexo II.13 a-b.   
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(7)  En la base del total de 72 coordenadas internas, hemos procedido a 

escribir en forma explícita la matriz de energía potencial , la cual se 

informa en el Anexo II.13c.    

( )7272xF

)130()3072()172( xRxBxs =

 Similarmente, recordemos que existe una matriz de transformación del 

tipo: , la cual relaciona el conjunto de coordenadas 

internas con las coordenadas de desplazamiento cartesiano nuclear. Esta 

matriz B , se informa en el Anexo II.13d. 

 En el Anexo II.13e-f, informamos las matrices ( )30301 xG −  y .   

Con esta bateria de matrices, ver Anexo II.14, es posible avanzar en el 

problema vibracional y trabajar las matrices, que se indican a continuación: 

 y 

( )3010xUB

( )MpBUUBmp = ( ) ( )'mpmpsym UBGUBG = 1− , donde la matriz de paso (Mp) se ha 

definido en el Anexo II.13b, donde hemos procedido a listar un conjunto de 

38 nuevas coordenadas internas (resultantes de la combinación lineal de las 

72 coordenadas internas originales).  Es posible, obtener la matriz de energía 

potencial simetrizada ( ) ( )'UMpFUMpFsym = , tomando la restricción: 

x[21]=x[22]=x[71]=x[72]=x[73]x[74]=x[75]=x[76]=x[83]=x[84]=x[85]=x[86]=x[87]

=x[88]=x[93]=x[94]=0.     

Tomando estas restricciones obtenemos, un bloqueo perfecto por 

simetría para cada una de las especies involucradas en la representación 

vibracional para los cristales en base del modelo de 10-átomos.  En función 
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de las matrices explicitadas anteriormente, es posible obtener en forma 

directa, la matriz de energía cinética simetrizada:  para familias de 

cristales del tipo  en el grupo espacial Fm3m.  En este Capítulo, 

restringiremos nuestra atención a elpasolitas cloradas del tipo  Cs , 

realizando un barrido muy representativo para la familia de los iones 

lantánidos (ver Anexo II.15).   

symG

BLnXA

NaLnCl

NaLnClCs TmErTbEuHoDyLn =

F

62

62

En el Anexo II.15, informamos las matrices  para los cristales: 

 donde .   Con relación a la matriz de 

energía potencial simetrizada, , sus elementos perfectamente bloqueados 

por especie de simetría son entregados en el Anexo II.16.   De igual forma, 

para el conjunto de elpasolitas cloradas, entregamos en el Anexo II.17a, un 

conjunto bastante representativo de números de ondas vibracionales, 

asociadas a los 10 modos normales de vibración 

symG

62 ,,,Pr,,,

sym

10,..,2,1: =iiν .   A 

continuación, empleando el algoritmo desarrollado, ver ecs (5.1)-(5.6) y el 

programa utilizado se procedió a obtener los valores propios de la matriz 

, para lo cual se generó a partir de las frecuencias  vibracionales 

conocidas y de las condiciones de  borde exigidas al programa, un conjunto 

de valores propios (números de ondas vibracionales) el cual ajusta 

perfectamente con los datos experimentales.  Esto no es inesperado, por 

cuanto la metodología empleada está condicionada para producir estos 

GFH =
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ajustes.  El tema a analizar es, en consecuencia visualizar sí las soluciones 

globales; amplitudes de vibración, constantes de fuerzas internas y 

distribuciones de energía potencial tienen sentido físico.  Los valores de 

2

NaLnClCs TmErHoDyTbEuLn ,,,,,Pr,→

16,1303
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= i

i
ν

λ son reportados en el Anexo II.17b.   

 

(8)     A continuación, presentamos en el Anexo II.18, un conjunto de matrices 

simetrizadas correspondientes al campo de fuerzas para los sistemas: 

, en el orden que se indica: .  El 

lector podrá apreciar que hemos listado 3 matrices posibles para cada uno de 

estos iones lantánidos trivalentes positivos en sistemas del tipo .  

La discusión en este punto es de la máxima relevancia, por cuanto, el lector 

podrá apreciar que se conjugan armónicamente dos condiciones: (a) todas 

las constantes de fuerzas simetrizadas son positivas y (b) las matrices con la 

restricción: 

62

62 NaLnClCs

x[21]=x[22]=x[71]=x[72]=x[73]=x[74]=x[75]=x[76]=x[83]=x[84]=x[85]=x[86]= 

=x[87]=x[88]=x[93]=x[94]=0, se bloquean perfectamente por especie de 

simetría.  La estrategia y metodología de trabajo para la obtención de estas 

matrices, asegura una reproducción prácticamente exacta para los números 

de ondas vibracionales del cristal.  Existe, adicionalmente una condición de 
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normalización de las amplitudes de vibración representada por las matrices 

, la cual debe ser observada rigurosamente.  L

GLL =' L

S

LQS

 Las ecuaciones de movimiento son de la forma: , donde 

. Es preciso, recordar que la matriz , la cual relaciona las 

coordenadas de simetría  con las coordenadas normales de vibración Q , 

satisface la relación general: 

Λ= LGFL

=  y ciertamente, se sabe que ( )FLL = , es 

decir, depende paramétricamente de los detalles del campo de fuerzas 

vibracional.  Bajo estas condiciones, resulta directo aseverar que la 

descripción de los modos normales de vibración exige una buena (y/o 

razonable) descripción del campo de fuerzas vibracional para el sistema.  

Este es un punto que no es posible considerarlo superficialmente en la teoría 

y precisa de más trabajo de laboratorio de modo de hacer posible el desafío 

de realizar cálculos en dinámica de cristales representativos.  Hemos 

señalado la necesidad de contar con una cantidad más abundante de datos 

experimentales de alta precisión y debemos avanzar en la teoría de modo de 

lograr el objetivo de despejar una serie de obstáculos, esencialmente con 

referencia a la identificación y asignación de picos espectrales.  Un estudio 

serio para estos sistemas nos sugiere que, una cantidad importante de 

señales espectroscópicas son el producto de excitaciones puras, 

superposición de éstas y otros efectos relacionados con distorsiones de la 

geometría de los estados excitados con respecto de la supuesta o conocida a 
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nivel experimental.  La región más compleja de examinar corresponde, a la 

zona de energías intermedias resultado del acoplamiento entre las 

vibraciones internas y externas del sistema.  No es tan simple, el despreciar 

estos acoplamientos e intentar explicar los espectros con aproximaciones 

simples en las cuales se desprecie este acoplamiento.  Existen, no obstante, 

sistemas diversos en espectroscopia para los cuales, este acoplamiento 

existe, no obstante los picos más intensos del espectro son puros y 

corresponden en términos generales a excitaciones asignables al ión central, 

en el entorno directo (lo que denominados cúmulo o “cluster”), el cual está en 

su primera esfera de coordinación directamente enlazado a iones Cloruro.  En 

nuestro caso, esto correspondería a asociar al cúmulo , los picos 

espectrales más intensos y los picos restantes a vibraciones puras del cristal 

y acoplamiento débil ión-fonón.   

3−

1

TOLO −

6LnCl

 Todo lo anterior es significativo, y debe ser revisado con cuidado 

extremo antes de intentar cálculos de intensidades espectrales.  De igual 

forma, es preciso conocer bastante de la información experimental, 

básicamente de las curvas de dispersión de fonones, por cuanto sí a nivel de 

la simetría T  se produce un “gap” de energía importante entre los modos 

normales , entonces un cálculo simple en un modelo de 7-átomos 

será por definición erróneo y consideraciones en dinámica de cristales surgen 

como prioritarias, antes de cualquier intento.  El lector puede revisar las 

u
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diversas matrices F  que hemos seleccionado para cada una de las 

elpasolitas Cloradas, motivo de este estudio y constatará que debe 

necesariamente existir algún criterio desarrollado, el cual nos permita decir 

que estas son las 3 más representativas de múltiples conjuntos de matrices 

F  posibles, dado que la solución no puede ser única (el número de variable 

excede con creces los datos experimentales distintos).  Este punto será 

discutido a la luz de un criterio de convergencia desarrollado en nuestro grupo 

de investigación y que dice relación con el concepto de distribución natural de 

energía potencial y rol jugado por los términos cruzados (términos de 

interferencia). 

 

(9)  Dado un campo de fuerzas vibracional, abordemos el problema de la 

obtención de la matriz de amplitudes de vibración .  En conformidad con las 

ecs (5.1-5.6) y el algoritmo desarrollo para estos efectos, procederemos a 

considerar solo las matrices de campo de fuerzas calculadas, y estimar las 

amplitudes de vibración siguiendo un método clásico de la física.  De esta 

forma, en el Anexo II.19, hemos seleccionado dos situaciones 

correspondientes a bloques de simetrías de orden 2 y 4, respectivamente.   

L

 En el Anexo II.20, se introduce el concepto de distribución de energía 

potencial para bloques de simetrías de orden 2 y 4.  La situación para la 

dimensión 1 es trivial y aparece en forma directa en nuestro desarrollo.  El 
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concepto de PED (“potential energy distribution”) aparece directamente de las 

ecuaciones del análisis de coordenadas normales. Así tenemos que: 

, no obstante, se satisface la ecuación de normalización: Λ= LGFL GLL ='

FLL'

, 

de modo que al remplazar obtenemos: =Λ .  De esta forma, obtenemos 

para el modo normal i-ésimo la identidad: ∑∑
≠

+=
lk

likkk
k

iki LLFL ,,
2

,λ lki F ,, . La 

expresión anterior, puede ser escrita de la forma que se indica: 

[ ] ( )1.7.5,
2
,, jijiji FLMDiagonal =  

y también: 

[ ] ( )2.7.5,,,, ∑
≠

=
ill

llijlljiji FLLlMnodiagona  

En estas expresiones para bloques de órdenes 2 y 4, el subíndice:  

para la especie de simetría T  y también 

4,3,2,1=ll

u1 2,1=ll , si corresponde a la simetría 

.  Recuerde que la representación global en el modelo de diez átomos es:  g2T

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1029876154231211 ,,,4,2 STSSSSTSSTSTSESA uuggggvib +++++=Γ  

 En este enfoque, se procede de modo que  la matriz diagonal y la no 

diagonal se suman, generando una matriz que denominados  y la suma 

de cada una de las columnas de este tipo de matrices genera como 

ndd+M
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GFH =resultados los valores propios de la matriz  para todos y cada uno de 

los bloques de simetría. De igual forma, es posible determinar la matriz de 

distribución de energía potencial ( )PED , cuyos elementos se obtienen como 

porcentajes de acuerdo a la expresión:  

[ ] [ ] ( )8.5100,
d

ji

M
PED

λ
+= ,

j

jind

 

donde jλ  es el valor propio asociado al modo normal j-ésimo asociado al 

bloque de simetría en estudio.  Es evidente que la suma de los elementos a lo 

largo de las filas y de las columnas debe necesariamente sumar 100 %. 

 En el Anexo II.21, se  aborda con claridad el tema de bloques de igual 

simetría de orden 2.  En nuestro caso, nos referimos a la especie de simetría 

.  En todos los casos en consideración, se procede a listar:  ( )542 , SST g

(a) Matriz  L

(b) [ ]   Mdiagonal

(c)  diagonalSuma

(d) [ ]               lMnodiagona

(e)  diagonalnosuma
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(f) [ ]+                   Mdiagonal [ ]lMnodiagona

(g)   diagonalnodiagonalSuma +

donde la matriz de distribución de energía potencial se construye para la 

serie: .  Así por ejemplo, para la elpasolita 

, en bloque de simetría T , el modelo concuerda con las 

siguientes asignaciones:   

TmErHoDyTbEuLn ,,,,,Pr,→

Pr ClNaCs 262 g

(a) Frecuencia ( ) ( )%1441,0%8559,99: 544 SS +ν  y  

(b) Frecuencia 5ν ( ) ( )%8559,99%1441,0: 54 SS + .   

Consideraciones similares ocurren para los otros iones trivalentes positivos 

considerados en este trabajo.  De igual forma, observamos que en el Anexo 

II.22, se entrega la misma información, no obstante que para efectos de 

completitud se ha realizado el análisis considerando las tres matrices , 

informadas previamente.  Así, por ejemplo cuando se utiliza la primera matriz 

F

F  para Pr, denominada en el cálculo , la distribución natural de energía 

potencial sugiere, la asignación: 

1PrF

( ) ( ) ( ) ( %64691,3%2986,42%17627,4%6783,49 9876 SSSS )+++  
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para la frecuencia vibracional 6ν .  El lector puede observar directamente, el 

fuerte acoplamiento entre las coordenadas de simetría  y .  En 

consecuencia, sí nuestra versión de campos de fuerzas es apropiada, resulta 

inadecuado asignar esta frecuencia a una vibración pura.    

6S S8

 Empleando el mismo criterio, el lector puede avanzar en el estudio de 

los otros casos reportados en este estudio.  Las situaciones simples 

corresponden a los bloques de simetría de dimensión 1, para los cuales la 

obtención de las coordenadas normales es directo.  El resultado global es 

reportado en el Anexo II.23. 

(10) Constantes de fuerzas predichas por el modelo: 

 En el Anexo II.24, el análisis nos sugiere reportar las diferencias 

relativas de constantes de fuerzas, generales a saber: 
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[ ] [ ]
[ ] [ ] ( )
[ ] [ ] ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )897869686766

897869686766

89786967

89786967

662211

882211

2211

8866

688866

688866

8866

63032231526
3
170684645

63032231526
3
153514948

32
252210

4442

32156230
6
14038

62
3
29263

32
3
29241

3
28252

226431
22264

22231

279

FFFFFFxxxx

FFFFFFxxxx

FFFF
xx

FFFFxx

FFFxxx

FFFxxx

FFxxx

FFxxxx
FFFxx

FFFxx

FFxx

+++++=+−−

−−+−+=+−−

−+−
−=−

−++−=−

−+=−+

++=−+

−=−+

+=−+−
++=−

−+=−

−=−

 

 

 Para la serie  y empleando los tres 

campos de fuerzas para los bloques de simetría T , obtenemos los 

resultados que se indican: 

TmErHoDyTbEuLn ,,,,,Pr,→

u1
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(10.1) Pr 

(10.1.1) Asociado a : 1PrF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 14215.270684645

40618.153514948
113954.04442
0516233.04038

850627.09263
75611.39241
433173.08252

60674.46431
7883.264

81844.131
00127.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.1.2) Asociado a : 2PrF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 14113.270684645

54737.153514948
051796.04442
170609.04038

465507.09263
91251.39241
433173.08252

37802.46431
31714.264
06088.231
73051.079

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.1.3) Asociado a : 3PrF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 20219.270684645

20537.153514948
00616269.04442
0162607.04038

774267.09263
86037.39241
433173.08252

63464.46431
61496.264
01968.231
91096.079

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.2) Eu 

(10.2.1) Asociado a : 1EuF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65790.270684645

34575.253514948
0792312.04442
0882549.04038

35558.19263
84336.39241
44698.08252

19894.56431
8499.264
34904.231
37357.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.2.2) Asociado a : 2EuF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 2768.270684645

14692.153514948
111433.04442

0857253.04038
4815.09263

11668.49241
44698.08252

59818.46431
33312.264
26506.231
79987.079

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.2.3) Asociado a : 3EuF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 43209.270684645

56354.153514948
223388.04442
13886.04038

8187.09263
91484.39241
44698.08252

73354.46431
58323.264
15031.231
06939.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.3) Tb 

(10.3.1) Asociado a : 1TbF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 64981.270684645

71002.153514948
0346796.04442
101515.04038

1897.19263
16194.49241
4311.08252

35164.56431
90863.264
44301.231
2117.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.3.2) Asociado a : 2TbF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 99446.270684645

69607.253514948
088237.04442
0435515.04038

4701.29263
98624.39241
4311.08252

45634.66431
27334.364
183.331
93975.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.3.3) Asociado a : 3TbF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 76148.270684645

85104.153514948
00686923.04442
0360637.04038

24954.19263
16976.49241
4311.08252

4193.56431
73301.264
68629.231
23771.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.4) Dy 

(10.4.1) Asociado a : 1DyF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65248.270684645

00308.253514948
0755397.04442
0540003.04038

30834.19263
25556.49241
44258.08252

5639.56431
95259.264
61131.231
27477.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.4.2) Asociado a : 2DyF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69243.270684645

17755.253514948
0413466.04442

0510425.04038
44622.19263

3531.49241
44258.08252

79932.56431
92704.264
87228.231
29494.179

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.4.3) Asociado a : 3DyF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 51213.270684645

15833.253514948
259351.04442
206559.04038

11818.19263
28602.49241
44258.08252

4042.56431
8666.264
5376.231
16446.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.5) Ho 

(10.5.1) Asociado a : 1HoF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 68282.270684645

11753.253514948
0818516.04442
0835648.04038

21989.19263
3666.49241
432667.08252

5865.56431
95326.264
63324.231
24431.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.5.2) Asociado a : 2HoF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 71987.270684645

30065.253514948
0494492.04442

0198215.04038
35597.19263

46833.49241
432673.08252

8243.56431
9272.264
8971.231
26145.179

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.5.3) Asociado a : 3HoF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 48762.270684645

14151.253514948
07449323.04442
0532736.04038

61377.19263
29499.49241
432673.08252

90876.56431
25162.364
65714.231
47702.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.6) Er 

(10.6.1) Asociado a : 1ErF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65419.270684645

72406.153514948
0681642.04442
0320556.04038

2119.19263
3669.49241
4525.08252

5788.56431
84113.264
73767.231
20048.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.6.2) Asociado a : 2ErF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 72485.270684645

90097.153514948
0523798.04442

1285.04038
0719.19263

12036.49241
4525.08252

19226.56431
72833.264
46393.231
25375.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.6.3) Asociado a : 3ErF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69225.270684645

26708.253514948
041222.04442

00181855.04038
02322.29263

2435.49241
4525.08252

26672.66431
27419.364
99253.231
66784.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.7) Tm 

(10.7.1) Asociado a : 1TmF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 43794.270684645

47332.153514948
169166.04442

0331783.04038
85794.09263

25122.49241
44592.08252

10916.56431
87182.264
23734.231
0945.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 

(10.7.2) Asociado a : 2TmF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 54065.270684645

26642.153514948
0144021.04442
0980875.04038

64046.09263
18192.49241
44592.08252

82238.46431
48696.264
33542.231
02041.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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(10.7.3) Asociado a : 3TmF

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69868.270684645

6741.153514948
100542.04442

0423096.04038
26566.19263

3139.49241
44592.08252

57956.56431
82734.264
75222.231
26702.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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V.6 -  Conclusiones. 

 En el trabajo reportado por Tanner y colaboradores [25], el objetivo de 

entregar  datos experimentales para estos sistemas del tipo elpasolitas a 

temperaturas de 10 , se logra satisfactoriamente y emerge como una 

colección relevante de datos actualizados.  Estas bases, corresponden a una 

recopilación lo más exhaustiva posible a la fecha, de lo existente en la 

literatura.  Estos autores, argumentan que el modelo de diez frecuencias 

conocidas, junto con una versión modificada de un campo de fuerzas del tipo 

valencial generalizado (9-parámetros y/o constantes de fuerzas) con un ajuste 

numérico constituye un modelo de cierta validez y generalidad.  Llama la 

atención que los autores, en sus conclusiones intenten fundamentar el éxito 

del modelo empleado en función de la minimización de la desviación 

cuadrática media entre las frecuencias calculadas y las observadas.  De igual 

forma, observamos que los autores consideran que los valores ajustados para 

las constantes de fuerzas del tipo Hooke, muestran tendencias a nivel de 

sistemas en los cuales los iones lantánidos trivalentes positivos están 

directamente enlazados a seis iones Cloruro.  Nuestro trabajo nos sugiere 

que el modelo propuesto por estos autores es no apropiado y tiene una 

validez física restringida. Un simple ajuste numérico, no garantiza el mejorar 

la física como tampoco la química del problema que se desea resolver.  

K
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 En conformidad con nuestro modelo de 98 constantes de fuerzas, 

discutido a lo largo de este Capítulo hemos considerado buscar algún tipo de 

tendencias a partir de los datos de constantes de fuerzas relativas: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4038,64,31,79 xxxxxxxx −−−−  en función de: (a) función del 

número atómico (Z), (b) función de la carga nuclear efectiva y (c) función del 

radio iónico del ión lantánido en el sólido (elpasolita) y (d) función del radio 

iónico, reportado en el sistema periódico.  Se indica al lector, que los valores 

de radios iónicos reportados en (c) son del orden de un 10% menor que los 

correspondientes del sistema periódico. En la serie de los lantánidos, se 

observa al barrer de izquierda a derecha del sistema periódico, lo siguiente: 

(a) las diferencias [ ] [ ]64 xx −  son las más significativas, en el rango entre 2,5 y 

2,8. Estos valores son crecientes hasta 67=Z

[ ]

, para luego disminuir 

gradualmente, con variaciones pequeñas.  También el término [ ]31 xx − , 

resulta ser el de gran importancia con valores en el rango de 2,2 a 2,7, 

variando con igual tendencia que en el caso anterior correspondiente a  

.  Los valores correspondientes a [ ] [ ]64 xx − [ ] [ ]79 xx −  se mueven en el rango 

desde 0.8 a 1.5 (salvo notables excepciones) y la variación es del mismo tipo 

que la señalada para las otra parejas de constantes de fuerzas.  De igual 

forma,  y  son términos cuadráticos diagonales, correspondientes a 

interacciones del tipo  y , respectivamente. De la 

naturaleza de las interacciones, se concluye que: 

[ ] [ ]

13 −+ ++3

1x 4x

−ClLn − NaLn

[ ] [ ]41 xx >  y todos los 
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valores reportados en esta sección, empleando el modelo desarrollado son 

consistentes entre sí.   En (b), (c) y (d), se observan las mismas tendencias, 

lo cual es un signo de fortaleza del modelo propuesto.   Por efectos de 

completitud en el análisis, reportamos a continuación las gráficas 

correspondientes.  El modelo desarrollado constituye, a nuestro juicio, la base 

para desarrollos en dinámica de cristales para sistemas diversos.  Quedan, 

por cierto varias “ventanas abiertas” para el debate académico, lo cual 

justifica por sí mismo este trabajo de investigación.  

 

Figura (a): Número atómico (Z) versus diferencia de constantes de Fuerza 

(Dif. F). 
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 234



Figura (b): Número atómico efectivo (Zeff) versus diferencias de   constantes 

de Fuerza (Dif F) 

Dif. F.
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Figura (c): Radio Iónico en elpasolita (R.I.) versus diferencias de constantes 

de fuerzas (Dif. F.) 
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Figura (d): Radio iónico (R.I.) (sistema periódico) versus diferencias de 

constantes de fuerzas (Dif. F.) 
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Capítulo VI 

 

Intensidades Espectrales de las elpasolitas Cloradas de 

 Dy (+3) y Ho (+3) 
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VI.1 - Palabras preliminares. 

 

 Existe un conjunto importante de trabajos seminales en teoría para 

iones lantánidos y actínicos en cristales del tipo elpasolitas y relacionados [1 - 

14], los cuales han planteado la necesidad de abordar el tema de estos 

complejos sistemas desde diversos puntos de vistas y con énfasis en 

diversos grados de aproximación de los efectos relativistas asociados.  En el 

caso de sistemas del tipo , donde 3
6
−LnX ( )3+Ln  corresponde a un ión 

lantánido trivalente positivo y ( )1−X  es un ión halogenuro, podemos en una 

aproximación de orden uno, considerar un índice de coordinación 6 y los 

iones lantánidos “sentados” en simetrías de sitio octaédrica.  Es histórico, 

pero de un gran valor científico invocar la teoría desarrollada en forma 

independiente por Judd y Olfet [1, 2] en artículos excepcionalmente citados 

en la literatura.  Resulta, tal vez  apropiado señalar que el modelo de Judd - 

Olfet, aplicable a transiciones electrónicas del tipo , alrededor de 

cuatro décadas atrás, fue originalmente desarrollado como una suerte de 

teoría no relativista.  No obstante, generalizaciones a este modelo han sido 

desarrolladas por diversos autores, de modo de incluir la corrección relativista 

más importante al hamiltoniano electrónico (

ff →

Ĥ ), correspondiente a la 

interacción espín electrónico-órbita ( ). La inclusión de los efectos 0
ˆ

−sH
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relativistas, tanto para la teoría de de intensidades espectrales debida a Judd 

- Ofelt como para los efectos de campo cristalino (por inclusión de dos 

parámetros adicionales de origen y naturaleza relativista) han aparecido en 

sendos debates académicos en la literatura científica comprendida entre las 

dos últimas décadas.  En la actualidad, es posible realizar cálculos de 

integrales radiales con inclusión de efectos relativistas, en una forma bastante 

realista y en sus últimos trabajos en vida, el Profesor B.G.Wybourne dedicó 

parte importante de su energía a realizar trabajos en conjunto con la 

Profesora Lidia Smentek  [13 -19 y referencias incluidas].   

 Este trabajo está dedicado a estructuras del tipo  y 

, las cuales exhiben espectros caracterizados por una alta 

resolución y un nivel de complejidad importante, con referencia a la 

asignación e identificación de los diversos picos del espectro (tanto en 

absorción como en emisión).   En la Figura 1, que se indica a continuación, 

se entrega información con relación a los diagramas de correlación 

energéticos, para sistemas del tipo , en el rango: , para 

iones lantánidos trivalentes positivos en cloruro de ión lantánido (+3).  Resulta 

interesante, enfatizar el número notable de niveles de energías identificados y 

en algunos casos, la proximidad energética entre éstos, todo lo cual nos 

conduce a la necesidad de formular modelos físicos y rutinas de cálculo de 

envergadura.  Es evidente, que en un entorno en un cristal del tipo elpasolita, 

62 NaDyClCs

62 NaHoClCs

3LnCl 7058 ≤≤ Z
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estos niveles de energías experimentan rupturas energéticas adicionales y 

esta observación experimental debe ser considerada explícitamente. De igual 

forma, resulta ilustrativo mostrar los entornos directos de cada uno de los 

iones en las estructuras en cuestión, ver Figura 2.   

 Algunos antecedentes históricos que es menester destacar en esta 

introducción dice relación con el hecho conocido que nos indica que la teoría 

del campo cristalino asociada a la interpretación de los espectros energéticos, 

fue pioneramente desarrollada por Bethe (1929) y aplicada al estudio de 

excitaciones del tipo  centradas en los iones lantánidos, en cristales 

iónicos del tipo: 

ff →

( ) [ ][ ]345292 SOHCOHLn  y posteriormente, fue generalizada a 

complejos de los metales de transición en la década de los 50.  En ambas 

aplicaciones, el trabajo inicial se relacionó en forma prácticamente única a 

energías de transición y posteriormente con el estudio de los espectros de los 

iones en fase gaseosa para ( )3+Ln  y la inclusión del efecto Stark del campo 

electrostático en una simetría dada, la cual fue determinada por cristalografía 

de rayos X.   Las energías de transición correspondientes a transiciones 

electrónicas del tipo , son de gran interés en física del estado sólido.  

En este breve recuento histórico, las probabilidades de transición asociadas a 

estas excitaciones, fueron pioneramente analizadas en forma rigurosa por 

Van Vleck (1937) y posteriormente, trabajadas en detalle por Judd - Olfet.  El 

progreso obtenido a nivel tecnológico como los avances en la teoría, 

ff →
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permitieron incorporar en forma explícita una contribución complementaria, en 

primer orden a la de campo cristalino y conocida ampliamente como el 

modelo dinámico de polarización de ligandos.  En lo que dice relación con 

transiciones del tipo en iones complejos de los lantánidos, los estados 

terminales de la excitación se acoplan por medio de una corrección de orden 

uno, en el caso de sistemas centrosimétricos.  Estas  correcciones de orden 

uno, son realizadas empleando el método de teoría de perturbaciones y de 

esta forma, los estados corregidos en orden uno, adoptan una forma del tipo 

que se indica a continuación: 

ff →

( ) ( ) ( ) ( )01
,

01
i

k
ikii c Φ+Φ=Υ ∑ , de modo que los 

momentos de transición del tipo dipolar eléctrico se expresan como: 

( ) ( )11
jiji ΨΨ=→ µµ rr .   Así, en el caso particular de una transición mono-

electrónica del tipo , podemos emplear el mecanismo simbólico 

, es decir, para el caso de un entorno centrosimétrico, la 

excitación adquiere intensidad por medio de una transición vibrónica,  del tipo: 

, con al cooperación explícita de los modos normales de vibración 

impares del ión complejo.  En esta formulación, los ligandos permanecen 

inalterados en sus estados electrónicos fundamentales, cuando se produce la 

interacción entre el ión complejo con el campo de radiación.  Existe, no 

obstante, un esquema de primer orden complementario al de campo 

cristalino, corrientemente denominado método de polarización de ligandos.  

ff 44 →

fdf ↔↔

df 54 →
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En esta formulación, la teoría adopta el modelo en el cual, los estados 

fundamental (basal) y excitado (se supone que estamos empleando una base 

truncada de funciones) asociado a la transición   en el ión  del 

ión complejo, permanecen inalterados por los ligandos y su distribución de 

cargas.  En este sentido, la alteración que se incorpora al modelo, consiste en 

la perturbación que experimentan los ligandos debido a la presencia de 

momentos multipolares ó momentos de una transición del tipo  en el 

cristal.  De esta forma, el campo eléctrico debido a estos multipolos dipolares 

eléctricos, induce en los ligandos, un momento dipolar eléctrico el cual se 

supone, para todo efecto práctico como proporcional a la polarizabilidad 

dipolar eléctrica del ligando.  La resultante de estos dipolos inducidos 

alineados se refleja en una interacción con el campo de radiación incidente 

(absorción) o con la energía liberada (emisión).  Finalmente, los dipolos 

eléctricos inducidos, centrados en los ligandos, originan una corrección de 

primer orden (complementaria a la correspondiente al campo cristalino) en el 

modelo de polarización de ligandos [20] 

ff → ( 3+Ln )

ff →
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Figura1: Diagrama de correlación energético para el caso de tierras raras trivalentes 

en . El ancho de un nivel representa la ruptura en . 3LaCl 3LaCl
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( )53 hOmFmFigura 2: Elpasolita.  Grupo espacial.  
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VI.2.- Introducción. 

 

 Hemos señalado que las elpasolitas de fórmula estequiométrica 

, donde A y B representan cationes monovalentes (+1), M es un 

catión trivalente (+3) y X es un anión monovalente (-1).  En términos 

generales, A es un metal alcalino del grupo IA al igual que B, no obstante éste 

último presenta 1 electrón en la capa de valencia, pero un valor del número 

atómico 

62 BMXA

Z  menor, M es un ión lantánido trivalente positivo (en nuestro caso,  

Sí el lantánido es dopado en un cristal anfitrión, entonces el catión M(+3) en 

el anfitrión es por lo general otro lantánido ( )Ln , y La Y .  Experimentalmente 

sabemos que a temperatura ambiente, todos los compuestos que responden 

a la estructura estequiométrica  son iso-estructurales, donde 62 BMXA ( )3+M  

es cualquier lantánido y IClFX ,,= .  En la Figura 3, mostramos la estructura 

correspondiente a , en términos de la disposición octaédrica.  62 NaLaXCs
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Figura 3: Elpasolita en disposición octaédrica. 

 

 

 Es interesante señalar de la Figura 3, que los octaedros  y , 

no obstante de apariencia similar, no tienen el mismo tamaño.  Existen datos 

experimentales relevantes, para ilustrar las aseveraciones anteriores. Así, en 

el caso de la estructura , empleando técnicas de difracción de 

rayos X y de neutrones elástico, es posible encontrar las posiciones relativas 

de los iones Bromuro con respecto de su entorno de iones Sodio y del ión de 

la tierra rara.  De igual forma y para efectos ilustrativos, entregamos a 

6NaX 6LnX

62 NaHoBrCs
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continuación datos de posiciones en la celda unitaria, sitios de simetría y 

radios iónicos para la elpasolita .    62 NaTbBrCs

 Algunos datos ilustrativos son los que se indican a continuación: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

+

+

+

v

h

h

d

CBr
OTb
ONa

TCs
symmetrySiteZYXRIon

,4

3

00245,096,1
000923,0
2

1
2

1
2

102,1
4

1
4

1
4

188,1

 

Los datos anteriores, indican los valores de los radios iónicos en Ángstrom.  

 Las ventajas de un cristal anfitrión del tipo elpasolita, pueden ser 

resumidas de acuerdo al listado que indicamos a continuación: 

 

(a) Los iones lantánidos ocupan sitios de simetría simples. 

(b) A temperatura ambiente, el índice de coordinación es seis y la 

estructura asociada es octaédrica. 

(c) Todas las combinaciones para todos los iones lantánidos y 

combinaciones de iones haluro del tipo F, Cl y Br son iso-estructurales 

a temperatura ambiente. 

(d) En el evento de la ocurrencia de una transición de fase, se produce 

solo una pequeña perturbación del sitio de simetría octaédrico. 
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(e) Transiciones del tipo TPA puras, son potencialmente posibles por 

medio de un mecanismo del tipo dipolo eléctrico. 

(f) Se observa una separación ión lantánido-ión lantánido en el cristal del 

orden de 
2

a  a través del espacio ( o de valor “a” a través de los 

enlaces), lo cual produce una reducción de las interacciones entre los 

iones lantánidos, cuando se compara con sistema del tipo  3LaBr

Existe un tema que es preciso abordar y que dice relación con las 

transiciones de fases que mencionamos en (d).  En cristales del tipo 

, a bajas temperaturas se han observado transiciones de fases 

desde la simetría cúbica a la tetragonal.  Para estas elpasolitas con 

 existe una masa abundante de bibliografía especializada en la 

literatura [21].  De igual forma, se ha comprobado que el cristal  

no se distorsiona hasta el punto en el cual alcanza el valor de .  Desde 

un punto de vista, esencialmente práctico es posible inferir de los datos 

experimentales que la mejor forma de evitar estos cambios de fases es 

maximizando el tamaño del contra-ión , minimizando el tamaño de 

 y 

62 NaLnXCs

BrClX ,=

62 NaHoFCs

mK20

+A

++ 3, LnB −X .  Es altamente probable que este comportamiento sirva para 

explicar razonablemente algunas tendencias observadas en la temperatura 
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de transición de fase, , como se observa en la Figura 4, que se entrega a 

continuación: 

cT

 Figura 4: Temperaturas de transición de fases para elpasolitas del tipo 

,  62 NaLnXCs BrClX ,=

 

  

 

Desde un punto de vista de la espectroscopía electrónica, podemos 

argumentar que, a contar de la década de los 70, se han realizado una 

cantidad sorprendente de estudios espectroscópicos para cristales del tipo 

, lográndose una asignación e identificación razonable para una 62 NaLnXCs
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variedad de términos espectroscópicos asociados a configuraciones del ión 

libre del tipo . nf4

La gran mayoría de los experimentos se han focalizado al estudio de 

sistemas cristalinos clorados, por las dificultades experimentales que 

presenta la síntesis de elpasolitas fluoradas como también es el caso de 

cristales Bromados de las tierras raras, las cuales exhiben una alta 

higroscopicidad.    Basta con observar la Figura 1, para darse cuenta de las 

dificultades experimentales asociadas al proceso de asignación e 

identificación de los diversos niveles de energías permitidos.  En todo caso, la 

experiencia sugiere que los datos más confiables corresponden a elpasolitas 

cloradas.  A continuación, procedemos a entregar una recolección de datos 

experimentales de gran utilidad como referencia para estudios posteriores 

[20].  Un listado, bastante interesante de trabajo experimental en esta área, 

se entrega en el  Anexo 5 [20].  A continuación, se reportan conjuntos de 

datos experimentales de mayor resolución y mejor establecidos para 

elpasolitas cloradas del tipo . 62 NaLnClCs
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Tabla 1: Recolección de datos experimentales. 

Cloruros 
Ln 

Niveles 
empleados 

Referencias ( )
J

S L12 + (más confiables) 

Ce 3 

 

 

2 

Amberger et 

al,1976 

 

Tanner et 

al,1994b 

2/7
2F  

 

 

2/5
2F  

Pr 3 
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Tanner y 

Siu,1992 

 

Tanner et al, 

1994b 

3
3F  

 

 

0
1

6
1

20
3

2
1

4
1

4,2
3

64
3 ,,,,,, SIPDGFH −−  

Nd 22 

 

 

403

Foster et 

al,1985a 

 

Tanner et 

al,1991 

2/3
4

2/1
2 , DP  

 

 

/7
2

2/92/5
4

2/3
4

2/9
2

2/92/3
4

2/152/9
4 ,,,, GGSHFI −−−

 

Sm 274

 

 

 

35

 

36

Banerjee 

and 

Schwartz, 

1981 

Foster et al, 

1985b 

Tanner, 

1989 

2/5
6

2/9
4

2/5,2/3
4

2/92/5
4

2/92/1
6

2/7,2/5
6 ,,,,, PIFGFH −−

 

 

 

2/7
6

2/11
6 , FH  

 

2/9
6H  
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Eu 27

 

 

25 

 

Morley et al, 

1982 

 

Tanner y 

Liu,1994 

3
5D  

 

 

20
5

60
7 , −− DF  

Gd 36 Kundu et 

al,1991 
2/12/9

6
2/172/7

6
2/72/3

6
2/7

8 ,,, −−− DIPS  

Tb 131 Berry et 

al,1998b 

7 ( )
6

5
2

5
8,9

5

5
35

5
47

5
610

5
26

5
24

5
06

)2(,)2(,

,,,,3,)3(,

GDK

IFHLGDF −−−−−−

 

Dy 3 

 

 

 

378

Foster y 

Richardson, 

1985 

 

Tanner et 

al,1988 

2/11
6H  

 

 

 

2/15
4

2/9
4

2/12/11
6

2/7,2/9,2/13,2/15
6 ,,, IFFH −  

Ho 

 
49  

 

 

5710

Morley et 

al,1981 

 

Tanner,1987 

7
3K  

 

 

5,6
5

8
3

2
5

15
5

48
5 ,,,, GKSFI −−  

Er 31 

 

10 

Tanner, 

1986a 

Tanner et 

al,1994b 

2/11
2

2/3
4

2/32/9
4

2/92/15
4 ,,, HSFI −−  

 

2/15
2

2/9,2/11
4

2/9
2 ,, KGG  

Tm 

 

20 

 

Tanner, 

1985a 
4

1
24

3
4,6

3 ,, GFH −  
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Tm 6 

 

 

4 

Tanner et al, 

1993 

 

Tanner et al, 

1994b 

5,6
3H  

 

 

2,1
3

6
1 , PI  

Yb 5 Tanner, 

1986b 
2/7,2/5

2F  

 

1: nueve asignaciones adicionales, se proponen en forma tentativa 

2:  fue dopado en  3+Nd 62 NaYClCs

3:  fue dopado en , de modo de impedir la transición de fase a baja temperatura 

en la elpasolita pura. Uno de los niveles,  no obstante, pertenece a  y los restantes 

niveles 3 en total, son considerados como tentativos. 

3+Nd 62 NaGdClCs

62 NaNdClCs

4: nueve de estos niveles fueron determinados, empleando transiciones vibrónicas 

5:  fue dopado en  3+Sm 62 NaYClCs

6: idem a (5) 

7:  fue dopado en  3+Eu 62 NaYClCs

8: doce de estos niveles fueron obtenidos del ión  dopado en  3+Dy 62 NaGdClCs

9: el artículo no incluye , el término espectroscópico ( )gaTK 17
3  localizado en , el cual 

fue reportado por J.P.Morley.  PhD dissertation.  Department of Chemistry.  Charlottesville.  

University of Virginia, USA. 

1058.26 −cm

10: Dos asignaciones adicionales han sido propuestas tentativamente.  Adicionalmente, 4 niveles de 

energías fueron re-asignados por Jayasankar et al     (1987 a) 
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VI.3.- Elpasolitas  y . 62 NaDyClCs 62 NaHoClCs

 

 En el artículo “Síntesis y caracterización estructural de las elpasolitas 

estequiométricas de  y  [22], reportamos un conjunto actualizado de 

datos experimentales de alta precisión, para cristales del tipo elpasolitas 

puras, , donde: 

3+Dy 3+Ho

62 NaLnClCs HoDyLn ,= , ambos caracterizados por sitios de 

simetría octaédrica.  Existe un conjunto importante de datos espectroscópicos 

para este tipo de sistemas; tanto puros como dopados, de la misma forma 

que diversos intentos tendientes a la identificación y asignación de los 

diversos picos observados del espectro.  Es directo señalar que, la 

interpretación de los datos experimentales resulta ser central para nuestros 

objetivos, muy particularmente cuando se consideran las diversas 

complejidades características asociadas a los espectros de estos cristales, 

tanto en los procesos de aniquilación como de creación de fotones en óptica 

lineal.  De igual forma, estos sistemas se caracterizan por exhibir un número 

importante de superposiciones de picos, lo cual dificulta el proceso de 

asignación y de identificación en los espectros.  En los Anexos IV y V, se 

realiza una discusión crítica de las fortalezas y debilidades del modelo 

vibrónico de campo cristalino – polarización de ligandos y de los elementos 

de matriz reducidos calculados para diversas situaciones de interés 
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asociadas a excitaciones del tipo .   También, podemos argumentar 

que la introducción de modelos en dinámica de cristales representa una tarea 

formidable que hemos emprendido con el objeto de incluir en forma explícita 

en el cálculo de intensidades espectrales el acoplamiento entre las 

vibraciones internas y externas del cristal.  Al respecto, pensamos haber 

avanzado el estado del arte en esta materia, en forma satisfactoria [23 - 25].  

La condición que exigimos a nuestros modelos es, por una parte que gocen 

de  generalidad y por otra que sean lo suficientemente flexibles de modo de 

acomodar diversos factores, de origen electrónico como vibracional 

simultáneamente.   

ff →

En efecto, estos modelos deben ser capaces de acomodar las 

interacciones de largo alcance (Capítulo II) como también las de corto 

alcance (Capítulo V).  De igual forma, la inclusión de las interacciones de 

corto alcance (campos de fuerzas vibracionales) ha sido realizada con éxito 

en el Capítulo IV y en un trabajo de revisión reciente [23 - 25].  Es interesante 

que el lector, revise con extremo cuidado la ref. [22], por cuanto en esta 

componente experimental del trabajo, reportamos datos estructurales, los 

cuales han sido obtenidos como parte de una actualización realizada en este 

trabajo de tesis.  Los cristales de  y  han sido sintetizados, 

empleando una reacción de estado sólido y caracterizados por medio de 

difracción de rayos X.  También fue posible, reproducir el experimento de 

3+Dy 3+Ho
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difracción de neutrones para estos sistemas y por razones de disponibilidad 

del reactor de la Comisión Chilena de Energía Nuclear y las facilidades 

otorgadas, pudimos realizar el experimento para el sistema .   62 NaHoClCs

  

 

VI.4.- Intensidades Espectrales.  Modelo de 7-átomos. 

 

 Dedicaremos esta sección para mostrar los resultados obtenidos, 

empleando un modelo simplificado de 7-átomos para las elpasolitas de 

( )93 4 fDy +  y ( )103 4 fHo+ .  Como lo señalamos en su oportunidad, el análisis 

riguroso de estos sistemas debe ser realizado, empleando un modelo 

generalizado de intensidades en dinámica de cristales.  Para estos efectos, 

es preciso avanzar en la parte experimental suministrando una masa más 

abundante y completa de datos espectroscópicos de las vertientes de la 

óptica lineal y no lineal.  Hemos realizado intentos serios de implementar un 

modelo de cálculo consistente y físicamente razonable para estos sistemas, 

para lo cual hemos realizados sendos estudios en (a) potenciales de 

interacción en cristales iónicos (ver, Capítulo II) y (b) Análisis de coordenadas 

normales en un modelo de 10-átomos, introduciendo un conjunto importante 

de interacciones y al mismo tiempo introduciendo un criterio para la obtención 
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de representaciones razonables para matrices de energía potencial (ver, 

Capítulo V).  La suma de estos esfuerzos, nos lleva a las “puertas” de realizar 

cálculos más realistas en dinámica de cristales, formulando un modelo 

generalizado de racionalización y estimación de intensidades espectrales.  No 

obstante, debemos reconocer que falta trabajo en esta área, tanto desde un 

punto de vista experimental como teórico.  Hemos seleccionado un modelo, 

relativamente “simple” de 7-átomos con el propósito de ilustrar las 

complejidades inherentes al proceso de identificación y asignación de los 

picos espectrales, como también las dificultades asociadas al modelo teórico 

en cuestión.   

 Por razones de completitud y simplicidad, procederemos a entregar 

nuestra visión del problema en secciones separadas para cada una de las 

elpasolitas en estudio.  La conveniencia de esta elección, esperamos sea 

apreciada por el lector, facilitando su lectura. 
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VI.4.1. Espectro electrónico y análisis de campo cristalino para el ión 

 en cristales del tipo elpasolitas. 3
6
−DyCl

  

 Estudios experimentales e intentos de obtención de las funciones 

propias y valores propios para este sistema diluido y dopado como también 

para el cristal puro han sido realizados por Richardson y col [27] y por Reid y 

col [28].  En este caso, los espectros de luminiscencia de la elpasolita dopada 

y diluida del tipo  como también los espectros de 

absorción correspondientes al cristal , ha sido medidos en el 

rango de temperaturas entre 

3
662 : −DyClNaGdClCs

62 NaDyClCs

K3005 − .  Las excitaciones estudiadas en 

emisión, en la notación de los términos espectroscópicos relativistas del ión 

libre, son las siguientes (grupo  ) 3SO

2/9
6

2/7
6

2/11
6

2/9
6

2/11
6

2/13
6

2/15
6

2/9
4 ,,,,,, FHFHHHHF →  y  2/7

6F

 La próxima etapa consiste en un descenso de simetría del tipo 

, por cuanto los iones  se localizan en simetría de sitio 

octaédrica.  En este trabajo [27], exhaustivo desde un punto de vista 

experimental, los niveles energéticos asociados a los estados 

espectroscópicos permitidos, adaptados por simetría, correspondientes al 

hOSO ⊃3
3+Dy
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término espectroscópico  son: 2/9
4F

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ62

93
2
3 , 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ82

93
2
3 a  y 

82
93

2
3

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ b  . Estos niveles de energías asociados al estado emisor, fueron 

reasignados y adicionalmente, el experimento sugiere que un análisis 

detallado del espectro de luminiscencia permite, en principio, una serie de 

cambios y modificaciones al ordenamiento energético, propuesto por otros 

autores para el ión  en simetría octaédrica.  De los 44 niveles de 

energías más negativas (menores), este estudio permitió la localización de 40 

de estos, empleando datos tanto de absorción como de emisión. Resulta, en 

este nivel de la discusión dimensionar el problema que se desea resolver.   

3+Dy

1.-) Para configuraciones electrónicas del tipo , el número de estados 

permitidos, funciones determinantales de Slater es: 

nl

( )!!
!

nNn
N

l

l

−
, donde: 

.  En nuestro caso, para el ión ( 122 += lNl ) ( )93 4 fDy + , tenemos: 9=n  y 

, con lo cual: ( ) 1413223 =+= xN ( ) 2002
!!

!

3

3 =
− nNn

N . 

2.-) Estos estados son clasificados en términos espectroscópicos permitidos, 

de acuerdo al Principio de antisimetría.  Para esta configuración, los términos 

espectroscópicos son:  

(a) Dobletes:   ONMLKIHGFDP ,],2[],3[],5[],5[],7[],6[],7[],5[],4[
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(b) Cuadrupletes:  MLKIHGFDPS ,],2[],3[],3[],4[],4[],3[],2[,

(c) Hexupletes:  HFP ,,

*los números en corchetes cuadrados indican el número de funciones con 

igual valor de los números cuánticos  y , las cuales deben 

necesariamente ser ortogonales entre sí.  Es siempre necesario recordar la 

notación de estos términos.  La multiplicidad de espín electrónico es 

S L

( )12 +S  y 

de acuerdo a los valores de , clasificamos nuestros estados permitidos:  L

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (QONMLKIHGFDPSL 12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0= ).  De esta 

forma, para los dobletes disponemos de un total de 980 funciones, para los 

cuadrupletes el número es 896 y finalmente para los hexupletes el valor es 

126, dando un total de 2002 funciones. 

3.-) Posteriormente construimos las funciones del tipo: { ( )JMLSα }, las 

cuales son combinaciones lineales de las funciones determinantales de 

Slater.  En conformidad con nuestro esquema, estas funciones son auto-

funciones de los operadores de momentum angular total { }zJJ ˆ,ˆ 2  en el grupo 

de la esfera . 3SO

4.-) A continuación, procedemos a construir funciones adaptadas por simetría 

(en este caso en el grupo puntual molecular octaédrico), las cuales 

simbolizaremos por los conjuntos ( ){ }lLSJ γα Γ . 
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5.-) La próxima etapa natural del cálculo consiste en construir las funciones, 

adaptadas por simetría, por medio de la transformación: 

( ) ( ) ( ) ( )JMLSvJMLSvlLSJlLSJ
MJ

*
,
∑ Γ=Γ γαγα  

6.-) Con el propósito de encontrar las auto funciones y auto valores del 

Hamiltoniano electrónico, es conveniente explicitar los diversos términos, 

corrientemente empleados en el proceso de diagonalización de la matriz de 

energías.  Escribimos un operador de la forma: , donde  se 

introduce de modo de incorporar las componentes isotrópicas del 

hamiltoniano electrónico 

CFA HHH ˆˆˆ += AĤ

Ĥ  (incluyendo la componente esféricamente 

simétrica de las interacciones de campo cristalino correspondiente a los 

electrones ) con lo cual, el segundo operador de la partición, es decir:  

representa las componentes de simetrías distintas a la esféricamente 

simétrica de los términos pares de campo cristalino. En este esquema, el 

operador correspondiente al hamiltoniano electrónico puede ser escrito como 

[28]: 

f4 CFĤ

( ) ( ) ( )
( )

CFA
k
m

mk i

k
m

j
j

j
k

k

k

i
i

i

ss
k

k
k

ave

HHUBmMpPtT

RGGGLLAfFEH

+=+++

+++++++=

∑∑∑∑∑

∑
ˆˆˆˆ

ˆˆ1ˆˆˆˆˆ

,

7200 γβαξ
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 En la expresión anterior del hamiltoniano electrónico, los parámetros 

atómicos incluidos en   son: (a)  3 del tipo de Slater,  (b) 3 

correspondientes a la interacción de configuraciones (“tress corrections”), 

designados por 

AH ( )6,4,2=kFk

γβα ,, , (c) 6  referidos a interacciones electrostáticas de 3 

cuerpos del tipo  , (d) 1 correspondiente a la interacción 

espín electrónico y su propia órbita, designado por 

( 8,7,6,4,3,2=iT i )

0sξ ,  (e ) 3 adicionales 

correspondientes a la interacción espín electrónica y otras órbitas, 

designados por  y (f) 3 de ellos, correlacionados 

electrostáticamente del tipo espín electrónica y su órbita y designados por 

.  Debemos agregar que el primer términos que hemos 

designado por , es empleado de modo de fijar en forma conveniente el 

ordenamiento y energías relativas de los niveles de energías permitidos para 

el sistema en estudio.  Una simple contabilidad nos sugiere un total de 20 

parámetros atómicos asociados al término  a lo cual es preciso agregarle 

2 adicionales referidos a la contribución no relativista al hamiltoniano y 

originada en el potencial de campo cristalino 

( 4,2,0=jM j )

)( 6,4,2=kPk

aveE

AĤ

( ) ( )[ ]6
0

4
0 ,ˆ BBHCF .  Para los iones 

 y  en elpasolitas del tipo , los valores ajustados, 

empleando el algoritmo, pioneramente desarrollado por Richardson. F. S y 

posteriormente, refinado y optimizado por Reid [28 y referencias citadas] 

son los que se informan a continuación: 

3+Dy 3+Ho 62 NaLnClCs
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Tabla 2: Parámetros obtenidos a partir de ajustes numéricos de datos 

experimentales para cristales del tipo HoDyLnNaLnClCs ,62 =→ . 

 

( )

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

6140
171148

15931614
50,050,0
75,075,0

]523[]579[
38,038.0
56,056,0

]00.3[]34.3[
21301904

]351[]315[
]421[]413[
]313[]474[

]98[]12[
]37[]116[
]287[]311[

18841445
599625
04.1540.18

4727446358
6784766346
9458492760
4796855832

6
0

4
0

226

22
4

2

004

002

0
0

8

7

6

4

3

2

6

4

2

6262

N
B
B

PPP
PPP

P
MMM
MMM

M

T
T
T
T
T
T

F
F
F
E

NaHoClCsNaDyClCsCristales

s

ave

ζ

γ
β
α
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Observaciones: 

(a) Todas las energías se expresan en . N indica el número de niveles de 

energías, empleados en el ajuste. 

1−cm

(b) Los valores entre paréntesis cuadrados para la tabulación anterior, fueron 

mantenidos fijos, durante el proceso de minimización de la desviación 

cuadrática media, cuyos valores calculados son  y  , 

respectivamente.  Las únicas excepciones corresponden a las elpasolitas 

 y , cristales para los cuales los valores 

correspondientes a los parámetros atómicos, , fueron 

seleccionados directamente de la ref [29].   

6,14 2,13 1−cm

62 NaGdClCs 62 NaDyClCs

ji MT ,,,, γβα

(c) No obstante que, en principio de los parámetros para el ión libre y los 

correspondientes al campo cristalino, se les permitió “variar libremente”, la 

base completa para las configuraciones electrónicas del tipo , fueron 

empleadas,  hasta 3 electrones del tipo (u hoyos), como se observa: 

nf4

f4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31432143314332313 4,4,4,4,4Pr,4 −+−+−+++ fYbfTmfErfNdffCe  

 Para los otros iones lantánidos, distintos a los mencionados 

anteriormente, se siguió la estrategia de disminuir el tamaño de las matrices 

de energías a ser diagonalizadas.  La estrategia seguida fue la siguiente:  
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(*) Se procede a la diagonzalización de la matriz correspondiente al ión libre, 

con lo cual obtenemos los auto-vectores y auto-funciones correspondientes.  

Estas matrices como es de esperar se bloquean de acuerdo a los valores de 

J, siendo éste último el número cuántico correspondiente al momentum 

angular total.  El lector debe observar que se satisfacen las ecuaciones de 

valores propios: 

( ) ( )JMLSJJMLSJ αα 22 ][ˆ h=  y ( ) ( )JMLSMJMLSJ z αα h=ˆ  

(**) A continuación se procede a la construcción de auto funciones, adaptadas 

por simetría, compatibles con la regla de la cadena de grupo-subgrupo 

, obteniéndose el conjunto de funciones: hOSO ⊃3 ( ){ }lLSJ γα Γ , 

satisfaciéndose: ( ) ( ) ( ) ( )JMLSvJMLSvlLSJlLSJ
MJ

*
,
∑ Γ=Γ γαγα . 

(***) Un sub conjunto relativamente pequeño, ciertamente “truncado” a 

algunos miles de números de ondas, sobre el nivel de energía observado 

excitado de más alta energía, fueron utilizados para llevar a cabo el proceso 

de ajuste y optimización. 

(d) Se procedió a la minimización de la desviación estándar,  σ , definida por 

medio de la identidad: 
( ) 2/1exp

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=
∑

N

EE
i

cal
ii

σ , donde N corresponde al 
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número de niveles de energías empleados en el proceso de diagonalización 

de la matriz de energías.  

  

7.-) Con relación a las emisiones informadas por Richardson y col [27], las 

emisiones informadas, suponen el estado correspondiente al multiplete del 

ión central  como emisor, siendo los receptores los estados 

.  El proceso de diagonalización de estas 

funciones base, frente al Hamiltoniano: , nos conduce a 

funciones propias, apropiadas para intentar cálculos de intensidades 

espectrales. A esta altura de la discusión es importante explicitar los estados 

involucrados en la emisión, a nuestro juicio más característica, 

2/9
4F

2/9,2/11,2/13,2/156 =→ JH J

CFA HHH ˆˆˆ +=

( ) ( ) kl HF Γ→Γ 2/15
6

22/9
4

1 αα .   Es necesario por razones de completitud, 

explicitar la información disponible a nivel de energías calculadas  y 

observadas (espectros de absorción y/o emisión) para este cristal [27].  La 

información a ser reportada corresponde a los estados terminales de las 

transiciones electrónicas que nos interesa estudiar en esta sección: 
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( ) ( ) ( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( ) ⎟⎟

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ

Γ

−Γ

−Γ

−Γ

Γ

Γ

Γ

0010
303040

181189
339327
409402

246.21248.21204.21
957.20964.20981.20
949.20955.29973.20

62/15
6

82/15
6

72/15
6

82/15
6

82/15
6

82/9
4

82/9
4

62/9
4

H
aH

H
bH
cH

bF
aF

F
absorptionEemissionEcalEEstado

 

 

En el artículo, reportado por Richardson y col [27], se menciona que la 

diagonalización de la matriz de energías para este sistema fue diagonalizada, 

en conformidad con la estrategia propuesta por Richardson y colaboradores 

en un trabajo previo [29].  En el cálculo que se reporta en esta sección [27], 

se consideran los 40 niveles de energías , discutidos previamente en el texto 

y adicionalmente 3 niveles adicionales correspondientes al término 

espectroscópico del ión libre  [30].  Una tabulación más completa que la 

que reportamos en esta sección puede ser encontrada en las referencias [27, 

29 - 30].  Es interesante, mencionar que los parámetros  y 

 variaron libremente en el proceso de refinamiento,  

obteniéndose una desviación estándar del orden de ( valor menor 

que el reportado en cálculos previos por Richardson y colaboradores), no 

2/11
4G

( )4,2,0=kM k

( 6,4,2=kPk )

16,14 −cm
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obstante, existen discrepancias con los resultados reportados por Richardson 

et al [29].  El valor obtenido para el cuociente 
( )

( ) 91.10
148

1614
6

0

4
0 ≈=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

B
B , 

parece ser un  valor razonable a considerar.  El propósito declarado por estos 

autores [27], no es el de refinar con mayor precisión los parámetros 

energéticos, sino que más bien, el obtener un conjunto más representativo de 

funciones de ondas que el reportado en ref [31], de modo de estimar 

intensidades de transición del tipo dipolo magnético. La comparación de los 

valores calculados con los observados, permite argumentar que los 

parámetros atómicos reportados para este sistema son razonables, en este 

esquema de trabajo.   

 

 

VI.4.2. Intensidades vibrónicas.  .  Modelo de 7-átomos. 62 NaDyClCs

 

 A esta altura la discusión, es interesante observar en detalle algunos 

aspectos relacionados con las excitaciones ( ) ( ) 22/15
6

21
4

1 Γ→Γ HF αα  en 

este sistema.  A modo de ilustración y completitud, podemos indicar la forma 

de las funciones de ondas para el ión  en el grupo .  Tenemos 

funciones del tipo: 

3+Dy 3SO
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(a) Emisor:  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ...363.0818.0444,0 443414
2/9

4 +−−= FFFF  

(b) Receptores: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ...207,0079,0975,0 34146
2/15

6 +−−= IIHH  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ..216,0113,0970,0 134146
2/13

6 +−−= IIHH  

( ) ( )( ) ..083,0997,0 346
2/11

6 +−= IHH  

( ) ( ) ( )( ) ..066,0997,0 346
2/9

6 +−= IHH  

 

 Con este sub conjunto de funciones de partida, procedemos a 

diagonalizar con respecto del operador de campo cristalino, cuya forma 

general es: ( ) { }[ ] ( ) { }[ ]6
4

6
4

6
0

6
0

4
4

4
4

4
0

4
0 27145ˆ

−+−+ +−+++= UUUBUUUBHCF  

A continuación, procedemos a construir funciones adaptadas por 

simetría (en este caso en el grupo puntual molecular octaédrico), las cuales 

simbolizaremos por los conjuntos ( ){ }lLSJ γα Γ  y posteriormente, 

procedemos a construir funciones, adaptadas por simetría, por medio de la 

transformación general: 

( ) ( ) ( ) ( )JMLSvJMLSvlLSJlLSJ
MJ

*
,
∑ Γ=Γ γαγα  
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 Los cálculos intermedios conducentes a la estimación teórica de las 

fuerzas del oscilador (mecanismo vibrónico) y de las distribuciones relativas 

de intensidades espectrales es un problema desde un punto de vista teórico 

formidable.  Por razones de simplicidad en la exposición, para el “cluster” 

, supondremos un acoplamiento débil o despreciable entre las 

vibraciones internas y las externas.  El lector es invitado a dar una mirada 

cuidadosa al Capítulo V y al Anexo II, de modo de tener una mejor 

calibración del problema que se desea resolver.  Hemos avanzado en forma 

significativa, estando ad portas de efectuar cálculos de intensidades 

espectrales, empleando un modelo vibrónico generalizado en dinámica de 

cristales, con la inclusión explícita de una serie de acoplamientos, que a la 

fecha y basados en la información empírica existente, hemos despreciado.  

Los detalles finos del cálculo, pueden ser solicitados directamente al autor y 

por lo tanto, estimamos que no es preciso repetirlos en esta sección.  Una 

serie de detalles del modelo de cálculo, como también de las ecuaciones 

maestras desarrolladas, pueden ser encontrados en la ref  [24].     

( hODyCl 3
6
− )

 Para las emisiones ( ) ( ) 22/15
6

21
4

1 Γ→Γ HF αα , las energías 

calculadas, las observadas en emisión y en absorción, nos permiten adelantar 

algunas cuestiones fundamentales.  Resumiremos esta información en el 

listado que entregamos a continuación.  En el punto (7) de esta sección, 

disponemos de las energía asociadas y solo debemos incluir en esta 
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aproximación las energías en unidades de ( )hc
1 , es decir, en número de 

ondas para las frecuencias vibracionales del estado fundamental asignables 

al “cluster”, ,  correspondiente en el modelo de 7-átomos a las 

tensiones de los enlaces 

3
6
−DyCl

( )ClDyu −1τ , las deformaciones de los ángulos de 

enlaces: ( )ClDyClu −−1τ  y ( )ClDyClu −−2τ .  Estos modos normales de 

vibración resultan ser combinaciones lineales de las coordenadas de simetría 

(las cuales a su vez, son combinaciones lineales de las coordenadas 

internas) y se denotan, por convención en espectroscopia como 

( )tensión,314 ντ , ( )ndeformacióu ,41 ντ  y ( )ndeformacióu ,62 ντ .  Resulta evidente, 

del análisis del Capítulo V y del Anexo II, que especies de igual simetría se 

mezclan entre sí.   

Así, la transformación LQS = , que conecta las coordenadas de 

simetría con las coordenadas normales, resulta jugar un rol crucial sí se 

desea una descripción razonable para los modos normales de vibración.  En 

este nivel de aproximación, hemos realizado los cálculos y concluido, en 

principio, las siguientes líneas para cada una de las excitaciones electrónicas 

en emisión y las energías corregidas de acuerdo a la participación jugada por 

cada uno de los modos normales de vibración.  En efecto, nos interesa 

estudiar transiciones electrónicas del tipo: 
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( ) ( ) 6,4,322/15
6

21
4

1 =→+Γ→Γ kHF kναα  

 

y debemos esperar líneas, de acuerdo la tabulación que presentamos a 

continuación (las frecuencias vibraciones del estado fundamental son: 

83,106,256 643 === ννν , valores en  (las desviaciones medias 

esperadas son del orden de ) 

1−cm

12 −± cm
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VI.4.2.1.    Energías para Transiciones Electrónicas.   

( ) ( ) 6,4,322/15
6

21
4

1 =→+Γ→Γ kHF kναα  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ→Γ
Γ→Γ

−Γ→Γ
−−−Γ→Γ

Γ→Γ
−−Γ→Γ

Γ→Γ
−Γ→Γ

−Γ→Γ
−−−Γ→Γ

)30(20472)31(20447)39(20299
)24(20524)26(20517)34(20369

)(20851)7(20826)16(20678
)(20700)(20675)(20527
)5(20881)6(20856)14(20708
)(20463)(20438)40(20290
)23(20553)28(20508)35(20360
)(20842)8(20817)17(20669
)18(20661)(20636)26(29518
)(20872)(20847)(20699

88

88

88

78

68

86

86

86

76

66

643

ca
ba
aa

a
a

c
b
a

Transición ννν

 

 

 Es interesante observar de la Tabla (8.A), que los números entre 

paréntesis, corresponden a las asignaciones propuestas por Richardson y col 

[27]. Para estos efectos, el lector es referido a la Tabla 4 de esta referencia, 

la cual reporta un conjunto incompleto de asignaciones para las transiciones 

( ) ( ) 6,4,322/15
6

21
4

1 =→+Γ→Γ kHF kναα , correspondientes al espectro de 

luminiscencia del sistema , a la temperatura de .  62 NaDyClCs K20
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 Por razones de completitud, el espectro de luminiscencia a , 

correspondiente al cristal , en el rango de energías 

comprendido entre , se entrega continuación: 

K20

3
662 : −DyClNaGdClCs

1500.21230.20 −− cm

Figura 5: Espectro de luminiscencia a , . K20 3
662 : −DyClNaGdClCs

 

 

 Las líneas de esta asignación propuesta son numeradas del 1 al 41 y 

es importante señalar que los orígenes electrónicos para las transiciones del 

tipo  se localizan, en este estudio experimental en 

 y 17213  , respectivamente.  Los valores tentativos, 

empleados para la matriz  son los siguientes:  

6776 ,, ΓΓΓ→Γ ba

17295,17376 1−cm

L

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

2375,000
02900,01300,0
0010,02000,0

L  
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VI.4.2.2.   Intensidades espectrales.  

Transiciones. ( ) ( ) 6,4,322/15
6

21
4

1 =→+Γ→Γ kHF kναα  

Importante: En nuestras tabulaciones, que se indican a continuación los 

valores de ( ) ( ) ( ) ( )iffff νννν ,,, 643 , han sido expresados en unidades de 

3
2

4 10.832,4)002416,0(22 −==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

e
C , donde: ( ) 1

0

22
+∆

= k
ff

k

k RE

re
C .  Los valores entre 

paréntesis cuadrados, corresponden a datos experimentales. 

 

VI.4.2.2.1.   kν+Γ→Γ 66 . 

 

( ) ( ) ( )

( ) ⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

−−−

−−−

−−

768

768

79

643

10.52,110.36,110.38,6

10.52,110.08,110.19,6´'

010.76,210.95,1''

if

fffTransición

ν

βα

αα

ννν

 

[ ] 9
66 10.61,7 −=Γ→Γf   y ( ) ( ) ( ) 40,2:00,21:00,1:: 643 =ννν fff  

*La fuerza del oscilador total es  y de igual forma, observamos que 

las intensidades asociadas a cada una de las excitaciones son pequeñas, de 

modo que, en principio esto podría explicar la no existencia de evidencia 

experimental. 

910.61,7 −
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VI.4.2.2.2.   kν+Γ→Γ 76  

( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→ −−− 877

643

10.23,610.38,110.06,1"' βα
ννν fffTransición

 

[ ] 8
76 10.48,1 −=Γ→Γf  y ( ) ( ) ( ) { }20,0::00,160,0:13,1:00,1:: 643 −=ννν fff  

* En este caso, una explicación plausible consiste en argumentar que la 

excitación 476 ν+Γ→Γ , no se observa y muy probablemente esto se debe a 

que debe encontrarse enmascarada por una excitación del tipo dipolo 

magnético de alta intensidad, correspondiente a: 88 Γ→Γ ba . 

 

VI.4.2.2.3.    ka ν+Γ→Γ 86 . 

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

796

91010

898

10108

7106
643

10.78,210.98,210.49,3
10.07,310.27,210.20,4'
10.95,310.95,110.72,1́'
10.00,510.06,210.12,2'
10.35,210.01,610.45,3'

if

k
fffTransición

ν
να
µα
λα

α
ννν

 

 

[ ] 8
86 10.82,1 −=Γ→Γ af  y ( ) ( ) ( ) 08,0:00,0:00,1::

643 =ννν fff  

*Para esta transición electrónica, experimentalmente solo se observa la 

excitación: 386 ν+Γ→Γ a . 
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VI.4.2.2.4.   kb ν+Γ→Γ 86  

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

676

677

778

787

896
643

10.38,210.21,710.15,3
10.38,110.04,110.88,1'
10.04,710.15,510.07,1'
10.24,210.19,910.40,9'
10.52,710.77,910.01,2'

if

k
fffTransición

ν
να
µα
λα

α
ννν

 

[ ] 8
86 10.02,3 −=Γ→Γ af  y ( ) ( ) ( ) [ ]00,20:50,0:00,180,0:20,0:00,1:: 643 =ννν fff  

* Es importante, observar que la transición vibrónica 686 ν+Γ→Γ a , coincide 

con una intensidad del tipo dipolo magnético asociada a la transición 

, la cual es muy intensa, por cuanto la excitación 88 Γ→Γ ca 686 ν+Γ→Γ a , es 

posible encontrarla enmascarada en esa región de energía. 

 

VI.4.2.2.5.   kc ν+Γ→Γ 86  

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

666

91010

667

10109

666
643

10.61,310.60,610.94,2
10.29,210.72,110.12,3'
10.47,210.10,510.04,5'
10.67,310.48,110.56,1'
10.14,110.50,110.43,2'

if

k
fffTransición

ν
να
µα
λα

α
ννν

 

[ ] 8
86 10.35,6 −=Γ→Γ cf  y ( ) ( ) ( ) 20,1:20,2:00,1:: 643 =ννν fff  
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* En este caso, solo es identificable 386 ν+Γ→Γ c , con una intensidad media. 

 

VI.4.2.2.6.    ka ν+Γ→Γ 68 . 

( ) ( ) ( )

( ) 666

788

678

788

776
643

10.32,410.20,210.39,3
10.89,610.22,510.42,9'
10.06,110.75,710.74,6'
10.29,110.22,510.42,9´
10.54,210.22,210.44,1'

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

→
→
→
→

if

k
fffTransición

ν
αν
αµ
αλ
α

ννν

 

[ ] 8
68 10.39,2 −=Γ→Γaf  y ( ) ( ) ( ) [ ]20,0:00,1:00,130,1:60,0:00,1:: 643 =ννν fff  

* En este caso, la transición electrónica 368 ν+Γ→Γa , aparece como una 

especie de “shoulder”, incrustada en una excitación de alta intensidad. 

 

VI.4.2.2.7.   ka ν+Γ→Γ 78  

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

666

778

677

677

786
643

10..89,310.33,610.23,2
10.15,210.12,110.02,1"
10.14,210.10,610.89,8"
10.33,110.00,110.80,1"
10.02,210.30,210.15,1"

if

k
fffTransición

ν
αν
αµ
αλ
α

ννν

 

[ ] 8
78 10.02,6 −=Γ→Γaf  y ( ) ( ) ( ) 70,1:80,2:00,1:: 643 =ννν fff  
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* No se informan valores experimentales para esta transición electrónica 

global. 

VI.4.2.2.8.   kaa ν+Γ→Γ 88  

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→
→
→
→
→

−−−

−−−

−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

646

777

810

758

987

877

787

7810

746
643

10.40,110.92,110.60,2
10.34,910.03,710.27,1
10.32,1010.33,6
10.51,110.09,910.64,2
10.24,210.23,110.67,1
10.68,310.39,310.02,1
10.34,910.03,710.27,1
10.98,110.40,310.40,1
10.51,110.01,110.05,2

if

k
k
k
k

kk
fffTransición

ν
νλ
µλ
λλ

λ
ν
µ
λ

ννν

 

[ ] 7
88 10.47,9 −=Γ→Γ aaf  y ( ) ( ) ( ) [ ]−= :50,0:00,150,0:00,74:00,1:: 643 ννν fff  

* En esta transición global aparece muy sobre estimada la intensidad relativa 

de los orígenes vibrónicos 4ν  y 6ν , respectivamente.  Esta es una debilidad 

obvia del método empleado y los supuestos adoptados. 
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VI.4.2.2.9.  kba ν+Γ→Γ 88  

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→
→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

665

899

667

976

8107

786

899

779

876
643

10.12,410.65,410.04,1
10.15,610.63,410.34,8
10.58,310.61,310.15,7
10.99,910.21,410.73,2
10.76,110.03,310.67,2
10.20,210.11,110.65,4
10.15,610.20,310.08,3
10.55,110.84,110.00,6
10.00,110.10,410.04,2

if

k
k
k
k

kk
fffTransición

ν
νλ
µλ
λλ

λ
ν
µ
λ

ννν

 

[ ] 8
88 10.27,9 −=Γ→Γ baf  y ( ) ( ) ( ) [ ]30,0:70,0:00,140,0:50,0:00,1:: 643 =ννν fff  

*Para esta transición se encuentra un resultado bastante satisfactorio. 

 

VI.4.2.2.10.    kca ν+Γ→Γ 88  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→
→
→
→
→
→
→
→

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

−−−

555

111110

556

1087

765

776

111110

557

1087
643

10.70,410.60,510.60,2
10.66,310.97,610.29,1
10.54,310.96,310.34,2
10.59,110.22,710.10,6
10.71,210.56,210.91,1
10.90,210.43,110.30,2
10.66,310.97,610.29,1
10.11,110.41,110.10,7
10.59,110.40,610.08,7

i

i

f

k
k
k
k

kk
fffTransición

f

ν
νλ
µλ
λλ

λ
ν
µ
λ

ννν

ν  

 

284



[ ] 7
88 10.24,6 −=Γ→Γ caf  y ( ) ( ) ( ) [ ]20,1:20,1:00,180,1:20,2:00,1:: 643 =ννν fff  

* Resultado bastante razonable, cuando se compara con los datos 

experimentales. 

 

 

VI.4.3.   Intensidades vibrónicas.  .  Modelo de 7-átomos. 62 NaHoClCs

 

 Este sistema, corresponde a una configuración electrónica del tipo 

 para los iones , asociados a sitios de simetría octaédrica.  Para 

esta configuración del ión libre, los estados espectroscópicos permitidos  

singuletes, triples y quintupletes, y el total de estados permitidos es 1001.  Se 

trata en consecuencia, de un problema de complejidad importante.   Por 

razones ilustrativas y de completitud, entregamos a continuación los estados 

espectroscópicos permitidos.  El lector es referido a la notación de los 

estados de acuerdo al valor de , número cuántico de momentum angular 

orbital  

104 f 3+Ho

L

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )QONMLKIHGFDPSL 12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0=  

 

a)  (Singuletes) NLKIHGFDS 111111111 ],2[,],3[],2[],4[,],4[],2[
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b) (Tripletes) MLKIHGFDP 333333333 ,],2[],2[],4[],3[],4[],2[],3[

c) (Quintupletes) IGFDS 55555 ,,,,

 

 Un revisión cuidadosa de los términos espectroscópicos listados (a) -

(c), nos indica que el número de estados permitidos (micro estados) es 1001, 

es decir se cumple: ( )( ) 10011212 =++∑ ii
i

i LSg , donde  corresponde en un 

subconjunto dado, al número de términos permitidos con valores iguales de 

los números cuánticos de espín electrónico y de momentum angular orbital 

totales.  

ig
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 La información experimental, referida a este sistema es posible 

recopilarla de una serie de artículos, entre los cuales uno de los pioneros fue 

reportada por Richardson y col [32], en el cual realizaron un estudio bastante 

exhaustivo para este sistema, incluyendo espectros de absorción y de 

emisión y también llevaron a cabo un cálculo con un esquema parametrizado 

de los niveles de energías para  en sitios de simetría octaédricos. En un 

artículo posterior, Tanner [26], repitió el experimento para el espectro de 

absorción de esta elpasolita pura a temperaturas inferiores a  y sugirió 

ciertas modificaciones a algunas asignaciones propuestas previamente por 

Richardson  y col [32].  Tanner, argumenta que su investigación de este 

sistema incluye un estudio acucioso de la dependencia en la temperatura de 

3+Ho

K10



los picos espectrales observados, lo cual le permitiría, en principio disponer 

de mayores y mejores herramientas para reasignar algunos picos espectrales 

del espectro de absorción asociada en la región del ultra violeta cercano y en 

consecuencia, llevar a cabo un nuevo cálculo de niveles de energías 

permitidos para este sistema.  A esta altura de la discusión, resulta 

conveniente entregar algunos elementos con respecto de estos cálculos de 

niveles de energías de modo de orientar la lectura en forma más organizada 

para el lector.  En la sección (VI.4.1), expusimos con claridad la metodología 

empleada de modo de obtener un ordenamiento de los niveles energéticos 

permitidos para las elpasolitas Cloradas de ( )93 4 fDy +  y de ( )103 4 fHo+  en el 

grupo espacial ( )53 hOmFm .    En virtud de los antecedentes, reportadas en 

(VI.4.1) resulta innecesario repetir conceptos y valores numéricos, por cuanto 

no aportan nada nuevo a esta lectura.  Algunas funciones propias para el ión 

( )103 4 fHo+ , en conformidad con la notación: ( ){ }JLSα  se entregan a 

continuación, no obstante que es un subconjunto truncado de éstas, por 

razones de espacio. 
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VI.4.3.1.  Sub-conjunto mínimo de funciones propias para el ión   

( )103 4 fHo+  

 

( ) ++−= 235
8

5 185,0980,0 KII      E=-69.337  1−cm

( ) ..131,09898,0 235
7

5 +−= KII     E=-64540 

( ) ( )

..101,0

163,0126,0175,0956,0

4
3

331355
4

5

++

+−−−=

H

HHGII
 E=-55.426 

( ) ( ) ..247,0199,0938,0 23135
5

5 +++= GGFF    E=-53616 

( )

( ) ( ) ( ) ..109,0126,0178,0

248,0287,0109,0871,0
231343

33555
4

5

++++

++++=

GGF

FGIFF
 E=-51.150 

( ) ..338,0117,0932,0 2
3135

2
5 +++= PPSS    E=-50.899 

( ) ( ) ( )

( ) ..128,0114,0

103,0108,0209,0944,0
23

3
3

2323135
3

5

+++

+−++=

GF

FDDFF
 E=-48.785 

( ) ( ) ..629,0741,0167,0164,0 323135
8

3 +++−= LKKIK  E=-42.794 

 La información experimental disponible, sugiere que de los estados 

listados anteriormente, los estados receptores son { } 7,85 =→ JI J . En 
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cambios buenos candidatos como estados emisores son los correspondientes 

a los subconjuntos { } 5,4,35 =→ JFJ .    Como señalamos en la sección 

(VI.4.1), relacionada con los espectros electrónicos del sistema , 

es preciso construir funciones, adaptadas por simetría de acuerdo a la 

cadena .  Las funciones resultantes son del tipo 

62 NaDyClCs

hOSO ⊃3 ( ) lLSJ γα Γ  y estas 

son empleadas para proceder a la diagonalización frente al operador de 

campo cristalino , el cual ha sido definido previamente en (VI.4.1).  El 

cálculo de niveles de energías propuesto por Richardson y colabores, Tanner 

y otros es el resultado del trabajo realizado por M.F.Reid, quién trabajó un 

paquete computacional denominado “DOCUMENTATION”, y que ha sido 

ampliamente utilizado por diversos autores.  La situación es complicada de 

analizar, por cuanto el número de parámetros se mueve en el rango de 22 a 

23 y prácticamente nunca ha sido, es y será posible disponer de una masa de 

datos compatibles con este número significativo de parámetros a ser 

ajustados en forma transparente.  Nuestro enfoque sugiere que en estos 

casos, es mejor (no obstante, soslayar ligeramente el valor de la desviación 

cuadrática media), trabajar en un modelo más simple en el cual se disponga 

de un número relativamente razonable de observables y parámetros ser 

ajustados, empleando un método semi empírico. Esta es la estrategia que ha 

sido empleada en diversos cálculos, reportados en la literatura [23 - 25], en 

CFĤ
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los cuales hemos examinado diversas elpasolitas bajo el supuesto que un 

modelo de 7-átomos es lo suficientemente flexible y general como para 

acomodar una serie de efectos, tanto relativistas como no relativista del 

hamiltoniano electrónico.   A continuación, reportamos algunos niveles de 

energías, estimados con los datos experimentales disponibles y haciendo uso 

del programa “DOCUMENTATION” de M.F.Reid. 

Tabla 3: Niveles de energías ( ) de  en elpasolitas cúbicas [26] 1−cm 3
6
−HoCl

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

12310687328726
968587128705
514786748667
8886338628
0086268620

17015252685270)(5266
13712552415242)(5240
12310652225222)(5225
1039352095209

63511951185117
0051165118)(5117

287268268268
287268268268
243239239239
213199199199
2939393939
810101010
00000

221

exp
:

:

4

5

2

5

36
5

4

3

5

2

5

47
5

5

3

5

4

1

4

38
5

3
6

62
62

12

−Γ−
−Γ−
−Γ−
−Γ−
−Γ

Γ−
Γ−
Γ−

−Γ−
Γ−
Γ

−Γ−
−Γ−
−Γ−
−Γ−

Γ−
Γ−
Γ

−−−−

−Γ
−

+

b

a
I

NTb
NT
NTb

a
NTaI

b
b
a
b

a
aI

acal
HoCl

NaGdClCs
NaHoClCsLSJLJ

S α
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( ) 11621210
13410521080

0020975
232189)(2061020609
152132)(2055420552

00204272042020420
7553)(1855018550
3719)(1851718516
4314)(1851318511
00)(1849718497
8231839018387

001836518365
25319315546
22117415527
6443153991539515396
00153561535315353

224217)(13449
191513247
13913241
0013232

1037511273
78591125611258
46321123111229
001119811198

14812487518744

58
3

3

52
5

4

5

23
5

1

4

3

54
5

5

32
2

4

3

5

45
5

5

3

4

14
3

4

3

5

45
5

1

−−−Γ
−−Γ−
−−Γ

−Γ−
−Γ−

Γ
−Γ−
−Γ−
−Γ−
−Γ

−−Γ−
−Γ

−−Γ−
−−Γ−

Γ−
Γ

−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ
−−Γ−

−Γ−
−Γ−
−Γ
−Γ−

aK

F
NT
NT

F
NT
NT
NT
NTF

S
b

aF
RT

I
b

aI

b

 

  

 

 

 

291



14019223971
12817723956
132223801
0023779

)22124(
38040722230
35338122204
26528922112
9610321926
434621869
0021823
0021396
4421392

154821348
818921307
9213221264

114

5

4

3

45
5

41
5

3

5

2

5

4

16
5

3

4

1

4

5

3

−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ

−−−−Γ
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−
−−Γ−

−−−−Γ−

b

aG
F

b

a

G
b
b

a
b
a

 

*(NT):  Temperatura de  ( )lN 2

 (RT):   Temperatura ambiente 

(a).  Datos tomados directamente de la ref [29] 

(b)   Estos datos fueron obtenidos, a partir del análisis espectroscópico del cristal no 

estequiométrico  [33] 699,02 ClNaHoCs
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VI.4.3.2. Estimaciones de intensidades espectrales.  Modelo de 7-

átomos. 

 

 Las emisiones  en el sistema , fueron 

estudiadas por Richardson y col [32].  De igual forma, Tanner, en un trabajo 

posterior, sugiere la inclusión de un total de 6 excitaciones adicionales  en el 

rango .  También, una gran variedad de transiciones 

electrónicas en emisión han sido observadas para el cluster  en otras 

elpasolitas cúbicas y estos estudios han sido reportados,  en la literatura      

[33 - 36]. 

8
5

5
5

3
3 , IFF → 62 NaHoClCs

400021000 − 1−cm

3
6
−HoCl

 El trabajo desde un punto de vista experimental es, sin lugar a dudas 

muy significativo, no obstante, es preciso focalizar la atención para el caso de 

situaciones especiales, ante las cuales el esfuerzo teórico es relevante.   

 Existe un conjunto de transiciones interesantes a ser estudiadas, sin 

embargo, un estudio cuidadoso de las posibilidades nos ha conducido a elegir 

la excitación a 488 nm en el caso de la emisión , la cual involucra 

estados terminales de igual multiplicidad de espín y su espectro es bastante 

“limpio y bien resuelto” en esta región de energías.  En la Figura 8 de la ref 

[26] para el sistema dopado , en la región entre 10250  y 

7
5

5
5 IF →

3
662 : −HoClNaGdClCs
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19830 −cm   Para el sistema en estudio, las frecuencias vibracionales son las 

que se indican: ( ) 25413 =uτν , ( ) 10814 =uτν  y ( ) 8526 =uτν , siendo el error 

esperado del orden de .    De esta forma, la ubicación de las 

transiciones vibrónicas correspondiente a las emisiones , es en 

teoría la que se indica a continuación: 

12 −± cm

7
5

5
5 IF →

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Γ→Γ
Γ→Γ
Γ→Γ
Γ→Γ
Γ→Γ
Γ→Γ

−

)10(10046)12(10023)19(9877
)13(9981)14(9975)21(9829
)4(10150)5(10127)14(9981
)4(10150)5(10127)14(9981
)12(10026)13(10003)20(9857
)9(10059)11(10036)18(9890

2
24

13
44

43
54

43
44

21
34

24

643

ba
ba
aa
aa

a
a

ννν

 

 

 Es interesante observar la tabulación anterior.  Al menos en teoría, las 

líneas 12, 13 y 14 coinciden para excitaciones vibrónicas del tipo 

321 ν+Γ→Γ ,  lo cual debe ser tomado en cuenta para efectos del cálculo de 

intensidades.   

 Es evidente que la fuerza del oscilador es una medida del área 

encerrada para cada uno de los picos espectrales, en consecuencia la 

sumatoria de áreas es un proceso que debe ser considerado en el cálculo de 
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intensidades espectrales.    De esta forma, sí en una primera aproximación 

consideramos las excitaciones vibrónicas como puras, entonces 

obtendríamos para las emisiones , los valores que se indican en la 

tabulación que se entrega a continuación. 

7
5

5
5 IF →

 

   Resultados finales correspondientes a las transiciones . 7
5

5
5 IF →

 A continuación, precisamos hacer las correcciones relativas a las 

líneas 12, 13 y 14, para lo cual nos basta sumar las “fracciones de áreas” 

involucradas, lo cual nos conduce a los resultados que se indican a 

continuación. 

 

a) .  Estas son excitaciones puras, en consecuencia obtenemos: 24 Γ→Γa

( ) ( ) ( ) ]00,6:00,5:00,1[00,23:00,10:00,1:: 643 =ννν fff  

 

b) .  Esta no es una transición pura, en consecuencia los valores 

son: 

24 Γ→Γa

( ) ( )
( ) 555

6

4114
4

4
3

10.37,810.12,310.25,5

,10.13,110.91,610.13,1,10.04,1
−−−

−−−−

=+=

=+==

ν

νν

f

ff
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( ) ( ) ( ) ]00,4:00,4:00,1[80,0:00,1:00,1:: 643 =ννν fff  

 

c) .  En esta situación, las fuerzas del oscilador son de carácter 

aditivo, frecuencia a frecuencia.  Adicionalmente a 

244 , ΓΓ→Γ aaa

( )3νf  se debe sumar 

( )4νf  correspondiente a la excitación 44 Γ→Γ ba , con lo cual obtenemos 

finalmente: 

( ) 5558
3 10.14,710.72,410.42,210.13,3 −−−− =++=νf  

( ) 445
4 10.32,110.10,110.16,2 −−− =+=νf  

( ) 455
6 10.09,110.14,210.80,8 −−− =+=νf  

( ) ( ) ( ) ]50,1:60,0:00,1[50,1:80,1:00,1:: 643 =ννν fff  

 

d) .  En este caso, a 44 Γ→Γ ba ( )4νf  se adiciona ( )3νf  de la transición            

.  De igual forma, al valor final de 544 , ΓΓ→Γ aaa ( )6νf  aporta ( )4νf  de             

.  De esta forma, se obtienen los valores que se indican a 

continuación: 

34 Γ→Γa

( ) 7
3 10.53,7 −=νf  

( ) 585
4 10.72,410.13,310.72,4 −−− =+=νf  
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( ) 4411
6 10.13,110.13,110.91,6 −−− =+=νf  

( ) ( ) ( ) ]50,3:00,7:00,1[150:00,63:00,1:: 643 =ννν fff  

e) .  En este caso, 54 Γ→Γ ba ( )4νf , recibe una contribución de ( )6νf  

correspondiente a la excitación 34 Γ→Γa .  Los valores, son los que se 

informan: 

( ) 5
3 10.91,4 −=νf  

( ) 555
4 10.37,810.25,510.12,3 −−− =+=νf  

( ) ]00,4:50,2:00,1[60,0:70,1:00,1[10.68,2 5
6

−=νf  

 

 Es importante señalar que en los valores informados, los resultados 

experimentales, se muestran entre paréntesis cuadrados.  Los valores 

correspondientes a las fuerzas del oscilador total no han sido reportados, en 

consecuencia, es preciso ser cuidadoso al sumar los valores individuales 

correspondientes a las “fuerzas del oscilador” para cada una de las 

transiciones vibrónicas del tipo: 6,4,321 =→+Γ→Γ kkν .  Es preciso, dividir 

por la degeneración orbital del estado inicial de la transición (o aún más 

ajustado a la realidad, asignar un factor de peso, digamos , el cual debe a 

lo menos considerar la degeneración orbital del estado emisor).  

ig

 

297



Adicionalmente, será preciso dividir por el coeficiente de refractividad del 

medio.  Esto explica, en parte la razón fundamental por la cual concentramos 

nuestros esfuerzos en las distribuciones relativas de intensidades vibrónicas 

más que en la fuerza del oscilador total.  Debemos recordar que, en el 

modelo propuesto, hemos realizado un esfuerzo por identificar los 

reforzamientos de los picos espectrales, tal cual ha sido explicitado a 

propósito del sistema . 3
662 : −HoClNaGdClCs

 Resulta interesante observar que las componentes de campo cristalino, 

de menor energía, correspondientes al término espectroscópico  han sido 

localizadas a contar del valor , considerando datos experimentales 

en emisión y en absorción.  Las transiciones electrónicas a los estados  se 

observan en la vecindad cercana a 

5
5F

1353.15 −cm

7
5I

mµ1  en muestras puras de , 

sin embargo, en las muestras trabajadas por Tanner, aparecen otros 

recubrimientos de bandas debido a transiciones del tipo  del ión 

complejo  [23, 24].  No obstante, estas bandas debido a impurezas 

desaparecen en los espectros de luminiscencia de  esto 

puede ser observado en el espectro a la temperatura de , el cual se 

informa a continuación.   

62 NaHoClCs

2/15
4

2/11
4 II →

3
6
−ErCl

3
662 : −HoClNaGdClCs

K13
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Figura 6: Espectro  a 13 K. 3
662 : −HoClNaGdClCs

 

 El espectro de luminiscencia que se informa, corresponde al sistema 

 a la temperatura de , en el rango de energías 

comprendido entre [26] 

3
662 : −HoClNaGdClCs K13

19830250.10 −− cm

Los datos experimentales son complicados de ser examinados, al 

extremo que en la ref [26]  se dice directamente: (a) transiciones al nivel son 

muy transparentes, esencialmente por cuanto son excitaciones puras y (b) los 

orígenes del tipo '  (origen y naturaleza del tipo dipolo magnético) se 

observan ya sea superpuestos u obscurecidos por la abundante estructura 

vibrónica de los espectros. 

00 −
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VI.5   Resumen. 

 

 El trabajo realizado sugiere que es posible seguir avanzando en la 

formulación de modelos, estrategias de cálculo y mecanismos de 

intensidades sí se desea explicar en forma, relativamente razonable las 

intensidades espectrales observadas.  Hemos visto como diversos autores, 

en su afán de disponer de una base de datos de mejor calidad (resolución y 

reproducibilidad), emplean cristales puros y dopados.  De igual forma, se 

realizan estudios acuciosos de modo de racionalizar la dependencia de la 

forma global de las líneas y bandas del espectro con la temperatura.  La idea 

es eliminar al máximo las impurezas y al mismo tiempo, basados en un 

esquema de cálculo directo (empleando alguna base razonable de auto 

vectores), se procede a evaluar los momentos magnéticos de transición 

asociados a las líneas '00 − .  Una de las dificultades importantes que es 

necesario enfrentar en ocasiones, dice relación con fenómenos de 

superposición y de estructura vibrónica asociada.  Este estudio ha encontrado 

diversos aspectos interesantes a ser examinados, tales como los 

mecanismos de intensidades, cuando dos o más excitaciones prácticamente 

coinciden en sus posiciones y se ha sugerido una estrategia para enfrentar 

estas situaciones difíciles de manejar, tanto a nivel teórico como 

experimental.  De igual forma, vemos que los esquemas propuestos en la 
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literatura, tendientes a sobre parametrizar los modelos, de modo de minimizar 

las desviaciones cuadráticas medias no son aconsejables e introducen 

fuentes adicionales de error.  También, observamos que la calidad de los 

ajustes de otros autores, no es lo suficientemente buena como podría 

esperarse para iones lantánidos dopados en , por varias razones: (a) 

recubrimiento de transiciones electrónicas y vibrónicas, (b) los anchos de 

líneas son mayores para los espectros electrónicos de los iones lantánidos 

trivalentes en cristales del tipo elpasolitas y (c ) la precisión que se puede 

lograr para localizar los así llamados orígenes electrónicos (del orden de 

) es ciertamente menor (menos precisa) que la que se puede lograr 

para las llamadas “zero phonon lines (0-0’)” (del orden de ) para 

transiciones permitidas en el grupo de sitio en compuestos del tipo . 

3LaCl

12 −± cm

11 −± cm

3LaCl

 Resulta evidente que las herramientas que se entregan en este 

Capítulo forman parte de un modelo de mayor generalidad que se desea 

lograr, en una versión vibrónica en dinámica de cristales.  La idea central es 

emplear la experiencia y conocimiento acumulado a la fecha y de esta forma, 

avanzar en la construcción de una matriz dinámica que acomode en forma 

natural las contribuciones de corto, mediano y largo alcance en el cristal. Una 

cantidad importante de información se entrega en los Capítulos II, V y VI de 

esta tesis de grado.  El lector habrá apreciado, en el transcurso de la lectura 
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de esta tesis, que existe un conjunto importante de preguntas que a la fecha y 

no obstante, los esfuerzos de muchos grupos de investigación no existen 

respuestas convincentes ni mucho menos concluyentes.   

 Finalmente, en este Capítulo hemos considerado  cristales del tipo 

elpasolitas para los iones  y , evitando al máximo repetir ecuaciones 

y/o conceptos que han sido publicados en la literatura y que en este caso, se 

entregan en carácter de información complementaria en un CD anexo.  La 

idea central fue el discutir algunas formalidades y complejidades en lo que 

dice relación con la estimación de intensidades espectrales para transiciones 

del tipo  en entornos centrosimétricos.  El énfasis ha sido focalizado en 

la estimación de las distribuciones relativas de intensidades vibrónicas y 

ciertamente, cuando se consideran las dificultades experimentales y teóricas, 

vemos que el modelo empleado es razonable y permite realizar predicciones 

e intentar la proposición de mecanismos asociados a procesos radiativos.  

3+Dy 3+Ho

ff →
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Anexo I 

 
DATOS, PARAMETROS Y AJUSTES USADOS EN CAPITULO II. 
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Anexo I.1 – Radios iónicos de lantánidos. [1] 

átomo Radio iónico [pm] 

La 103 

Ce 101 

Pr 99 

Nd 98 

Pm 97 

Sm 96 

Eu 95 

Gd 94 

Tb 92 

Dy 91 

Ho 90 

Er 89 

Tm 88 

Yb 87 

Lu 86 

 

 

 

 

 



Anexo I.2 - Funciones para estimar parámetros de red (a) en función del 

radio iónico (r), para algunas series de elpasolitas. 

78042,1
:62

+⋅= ra
NaLnFCs

[1] 

 

89498,1
:62

+⋅= ra
NaLnClCs

[1] 

 

964884,1
:62

+⋅= ra
NaLnBrCs

 [1] 

 

725807,1
:62

+⋅= ra
NaLnFRb

  (*) 

 

778872,1
:62

+⋅= ra
KLnFCs

 (*) 

 

(*) Funciones obtenidas por ajuste sobre datos experimentales dados en 

anexo “I.3”. 

 

 308



Anexo I.3 - Datos experimentales para parámetros de red en elpasolitas 

estequiométricas. 

I.3.1) serie : [2] 62 NaLnBrCs

 Lantánido Ce Nd Gd 

Parámetro de 
red [pm] 

1150 1142 1137 

 

I.3.2) serie : [3] 62 NaLnFRb

Lantánido Yb Er Ho Tb Sm 

Parámetro de 
red [pm] 

882,4 886,7 888,1 892,08 898,8 

 

I.3.3) serie : [4, 5, 6, 7] 62 KLnFCs

Lantánido Gd Pr Nd La Er 

Parámetro de 
red [pm] 

953,1 962,5 959,8 972,8 946,0 
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I.3.4) serie : [8, 9, 10] 62 NaLnClCs

Lantánido Lu Tm Er Dy Gd 

Parámetro de red [pm] 1065,5 1068,6 1070,4 1074,3 1079,2 

 

Lantánido Eu Sm Nd Pr Ce 

Parámetro de red [pm] 1080,9 1083,4 1088,9 1091,2 1094,6 

 

 

I.3.5) serie : [3] 62 NaLnFCs

Lantánido Yb Gd Er Tb Sm 

Parámetro de red [pm] 902,2 913,6 906,1 910,7 916,3 
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Anexo I.4. - Parámetros de red calculados en [pm] usando anexo I.2. 

Lantánido 
62 NaLnClCs

 
62 NaLnFCs

 
62 NaLnBrCs  62 NaLnFRb

 
62 KLnFCs

 

La 1098,9 926,3 1153,9 911,7 970,8 

Ce 1094,9 923,4 1150,2 908,1 967,1 

Pr 1091,5 920,6 1146,6 904,4 963,3 

Nd 1088,5 919,2 1144,7 902,6 961,5 

Pm 1085,8 917,7 1142,9 900,8 959,6 

Sm 1083,4 916,3 1141,0 899,0 957,7 

Eu 1081,1 914,9 1139,2 897,2 955,8 

Gd 1078,9 913,5 1137,3 895,4 954,0 

Tb 1076,8 910,6 1133,7 891,8 950,2 

Dy 1074,7 909,2 1131,8 890,0 948,3 

Ho 1072,5 907,8 1130,0 888,2 946,5 

Er 1070,5 906,4 1128,1 886,4 944,6 

Tm 1068,5 905,0 1126,3 884,6 942,7 

Yb 1066,9 903,5 1124,4 882,7 940,9 

Lu 1065,6 902,1 1122,6 880,9 939,0 
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Anexo I.5 - Parámetro “x” del cristal. 

Sea “x”: 

reddeParámetro
halógenolantánidociadisx −

=
tan  

la distancia lantánido halógeno fue calculada por medio de la expresión: 

logloglog 08,0 haLnhaLnhaLn RRdist χ−χ⋅−+=− ; 

donde  y  son los radios iónicos y ,  las 

electronegatividades en la escala de Pauling, del catión lantánido y del anión 

halógeno respectivamente. 

LnR loghaR Lnχ loghaχ
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Se construye la siguiente tabla para “x”: 

 

Lantánido 
62 NaLnClCs

 
62 NaLnFCs

 
62 NaLnBrCs

 
62 NaLnFRb

 
62 KLnFCs

 

La 0,2555 0,2459 0,2569 0,2499 0,2346 

Ce 0,2528 0,2424 0,2542 0,2465 0,2314 

Pr 0,2517 0,2409 0,2533 0,2452 0,2302 

Nd 0,2522 0,2411 0,2535 0,2455 0,2305 

Pm 0,2511 0,2393 0,2522 0,2438 0,2288 

Sm 0,2490 0,2366 0,2501 0,2412 0,2264 

Eu 0,2479 0,2350 0,2490 0,2396 0,2249 

Gd 0,2482 0,2351 0,2492 0,2399 0,2252 

Tb 0,2476 0,2346 0,2489 0,2395 0,2248 

Dy 0,2464 0,2329 0,2477 0,2380 0,2233 

Ho 0,2458 0,2320 0,2471 0,2371 0,2225 

Er 0,2453 0,2313 0,2466 0,2365 0,2219 

Tm 0,2448 0,2305 0,2461 0,2358 0,2213 

Yb 0,2435 0,2289 0,2449 0,2343 0,2198 

Lu 0,2436 0,2290 0,2451 0,2345 0,2200 
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Anexo I.6 - Polarizabilidades eléctricas de iones [A3] 

 

Ion Polarizabilidad [A3]  Ion Polarizabilidad [A3] 

 Na+ 0,179  Pr+3 2,110 

Cs+ 2,420  Nd+3 2,073 

K+ 0,830  Pm+3 2,036 

Li+ 0,029  Sm+3 2,000 

Rb+ 1,400  Eu+3 1,964 

Br- 4,770  Gd+3 1,928 

I- 7,100  Tb+3 1,893 

Cl- 3,660  Dy+3 1,859 

F- 1,040  Ho+3 1,825 

Sc+3 0,286  Er+3 1,791 

Ga+3 0,300  Tm+3 1,757 

La+3 2,185  Yb+3 1,724 

Ce+3 2,147  Lu+3 1,692 

Los datos anteriores se obtienen de Kittel [11] y Tosi [12] 
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Anexo I.7 - Parámetros de Born – Mayer.  [13, 14, 15] 

Pareja de iones A [ev] ρ [A] 

Na+ - Cl- 1321,5 0,30577 

Na+ - Cs+ 3689,3 0,2819 

Cl- - Cl- 1187,758 0,3399 

Cl- - Cs+ 4904,516 0,3232 

Li+ - Cl- 1380,6 0,2786 

F- - F- 1127,7 0,2753 

Na+ - F- 1594,2 0,2555 

K+ - F- 2426,8 0,2770 

K+ - Cl- 4117,9 0,3048 

Li+ - F- 485,6 0,2614 

Rb+ - F- 6808,1 0,2945 

Rb+- Cl- 3559,9 0,3233 

Rb+ - Br- 4169,9 0,3321 

Cs+ - F- 1327,0 0,3538 

Y+3 – Cl- 3038,02 0,33177 

Y+3 – Cs+ 7501,60 0,29210 

Sc+3 – F- 2630,34 0,26852 

Sc+3 – K+ 4962,77 0,24840 

Ga+3 – F- 3760,93 0,23872 

Ga+3 – K+ 8782,20 0,22810 

Cs+– Br - 4904,516 0,3232 

Na+– Br - 2593,1 0,3014 

Br -– Br - 2948,2 0,3164 
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Anexo I.8 - Parámetros de Born Mayer para pares lantánido - 

halogenuro. 

Pareja de iones (*) A [ev] ρ [A] 

La+3 – Cl- 3276,35 0,3349 

Ce+3 – Cl- 3390,35 0,3349 

Pr+3 – Cl- 2958,11 0,3349 

Nd+3 – Cl- 3099,00 0,3349 

Pm+3 – Cl- 2985,35 0,3349 

Sm+3 – Cl- 1965,57 0,3552 

Eu+3 – Cl- 2792,35 0,3349 

Gd+3 – Cl- 2706,35 0,3349 

Tb+3 – Cl- 2623,35 0,3349 

Dy+3 – Cl- 1117,00 0,3832 

Ho+3 – Cl- 2465,35 0,3349 

Er+3 – Cl- 2390,35 0,3349 

Tm+3 – Cl-  2321,35 0,3349 

Yb+3 – Cl- 1670,00 0,3515 

Lu+3 – Cl- 1450,23 0,3587 
(*) MEG Valerio. Comunicación Personal. 
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Pareja de iones A [ev] ρ [A] 

La+3 – F- 2817,74 0,2980 

Ce+3 – F- 2627,13 0,2980 

Pr+3 – F- 2453,39 0,2980 

Nd+3 – F- 2488,27 0,2950 

Sm+3 – F- 1764,57 0,3064 

Eu+3 – F- 2085,74 0,2950 

Gd+3 – F- 1667,02 0,3037 

Tb+3 – F- 1541,15 0,3065 

Dy+3 – F- 1536,68 0,3037 

Ho+3 – F- 2590,91 0,2809 

Er+3 – F- 1880,44 0,2920 

Tm+3 – F-  1390,19 0,3037 

Yb+3 – F- 2381,55 0,2808 

Lu+3 – F- 1448,23 0,2990 
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Pareja de iones (*) A [ev] ρ [A] 

La+3 – Br- 4800,35 0,3377 

Ce+3 – Br- 4884,35 0,3349 

Pr+3 – Br- 4670,35 0,3349 

Nd+3 – Br- 4655,0 0,3340 

Pm+3 – Br- 4462,35 0,3349 

Sm+3 – Br- 4363,35 0,3349 

Eu+3 – Br- 4264,35 0,3349 

Gd+3 – Br- 4169,00 0,3349 

Tb+3 – Br- 3980,55 0,3349 

Dy+3 – Br- 3890,35 0,3349 

Ho+3 – Br- 3800,35 0,3349 

Er+3 – Br- 3713,35 0,3349 

Tm+3 – Br-  3629,9 0,3349 

Yb+3 – Br- 3545.35 0.3349 

Lu+3 – Br- 5860.35 0.3349 
(*) MEG Valerio. Comunicación Personal. 
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Anexo I.9 - Potenciales de ionización (primer, segundo y tercer 

potencial) para lantánidos. [16] 

( ) ( ) totgg EeMM ,33 +→ +
 

 

Lantánido 1er pot. 
[ev/át] 

2do pot. 
[ev/át] 

3er pot. 
[ev/át] 

Etot [ev/át] Etot 
[KJ/mol] 

La 5,577 11,060 19,177 35,814 3455,4 

Ce 5,539 10,850 20,198 36,587 3530,0 

Pr 5,470 10,550 21,624 37,644 3632,0 

Nd 5,525 10,730 22,100 38,355 3700,6 

Pm 5,582 10,900 22,300 38,782 3741,8 

Sm 5,644 11,070 23,400 40,114 3870,3 

Eu 5,670 11,241 24,920 41,831 4036,0 

Gd 6,150 12,090 20,630 38,870 3750,3 

Tb 5,864 11,520 21,910 39,294 3791,2 

Dy 5,939 11,670 22,800 40,409 3898,8 

Ho 6,022 11,800 22,840 40,662 3923,2 

Er 6,108 11,930 22,740 40,778 3934,4 

Tm 6,184 12,050 23,680 41,914 4044,0 

Yb 6,254 12,170 25,050 43,474 4194,5 

Lu 5,426 13,900 20,959 40,285 3886,8 
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Anexo I.10 - Potenciales de ionización (primer potencial) de metales 

alcalinos. [16] 

( ) ( ) 1,1 EneMM gg +→ +
 

Metal En1 
[ev/mol] 

En1 
[KJ/mol] 

Na 5,14 495,9 

K 4,34 418,7 

Rb 4,18 403,3 

Cs 3,89 375,3 

 

Anexo I.11 - Electroafinidades de Halógenos. [17] 

Halógeno E.A. 
[ev/mol] 

E.A. 
[KJ/mol] 

F 3,5 332,9 

Cl 3,7 358,0 

Br 3,5 336,7 

I 3,2 307,8 
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Anexo I.12 - Calores de disociación o de enlace. [17] 

Molécula D [Kcal/mol] D [KJ/mol] 

2F  36,6 153,2 

2Cl  57,8 242,0 

2Br  46,1 193,0 

2I  36,1 151,1 

 

 

Anexo I.13 - Calores de sublimación de metales. [17, 18] 

Metal S [KJ/mol]  Metal S [KJ/mol] 

Na 108,9  Eu 175,3 

K 90,9  Gd 397,5 

Rb 83,3  Tb 388,7 

Cs 80,0  Dy 290,4 

La 431,0  Ho 300,8 

Ce 422,6  Er 317,1 

Pr 355,6  Tm 232,2 

Nd 327,6  Yb 152,1 

Pm 348,0  Lu 427,6 

Sm 206,7    
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Anexo I.14 - Cálculos de valores Neff. 

Los valores Neff se  obtuvieron por medio de ajuste de los valores sugeridos 

por Kenneth Pitzer [19]. En este artículo se sugiere como fórmula para estimar 

Neff en átomos de gases nobles al promedio que se obtiene de sumar el total de 

electrones   y los de la capa más externas del átomo. Esta es una aproximación 

que puede aplicarse al Radón (z = 86). Los otros valores los reporta Pitzer en 

su artículo. 

 

Gas noble N eff N capa externa Z N eff estimado 

He 1,7 2 2 2 

Ne 8,8 6 10 8 

Ar 17,3 6 18 12 

Kr 22,2 6 36 21 

Xe 30,6 6 54 30 

Rn - 6 86 46 

 

Los valores en negritas, permiten realizar ajustes que proyecten valores 

para el resto de los átomos. En el artículo de Scott y Scheraga se graficó Neff 

versus el número atómico (Z), hasta el Xenón. [20]. En un nuevo cálculo se 

estima el valor de Neff para Radón y se construyen funciones usando 

Matemática que estimen Neff (Z). 

 



Se obtienen las siguientes funciones: 

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]⎩

⎨
⎧

≤<
≤≤

=

⋅−⋅+⋅−=

⋅+⋅+=

8618
181

00007514,001351643,028724591,052932353,18
0109375,075625,014375,0
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2

ZZg
ZZf

ZN

ZZZZg
ZZZf

eff

 

La función Neff [Z], reproduce los valores reportados por Pitzer y en particular 

los valores que se requieran para cualquier átomo. 

 

Anexo I.15 - Estimación de parámetros de Born – Mayer para el par 

lantánido – halogenuro. 

Para estimar los parámetros de Born - Mayer entre un catión lantánido 

trivalente y un anión halogenuro, es necesario recordar la ecuación del Capitulo 

2 (2.23) dada por: 

ijij

r

ij
rb

ijij eAeArU ρ
−

− ==)(  

En la ecuación anterior, es posible identificar los parámetros  y ijA ijρ  en 

función de otros parámetros que a continuación se presentan [12]: 

( ) ( )
( )

( )ji
ij

ij

ji

ji
jiij

b

RR
ExpfA

λ+λ==ρ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

λ+λ

+
λ+λ=

1
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donde  es conocido como parámetro de dureza, es el radio iónico del 

átomo k-ésimo. Se usaron para el cálculo los valores reportados por H. 

Tatiplinar et al. [21] los cuales fueron determinados para sistemas del tipo LnX

kλ kR

3, 

donde Ln es un ion lantánido trivalente y X un ion halogenuro.  

El parámetro  presenta el valor f
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
20

2

05,0
A

e   para los iones cloro y bromo. [12] 
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Coordenadas, Matrices y Cálculos desarrollados para Capítulo V. 
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Anexo II.1.-  Definición de Coordenadas Internas. 
 
Figura: Coordenadas r∆   (6)          Figura: Coordenadas R∆   (6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura: Coordenadas α∆  (12) 
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Figura: Coordenadas β∆  (12) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura: Coordenadas (12) q∆
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Figura: Coordenadas  (24) d∆
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Anexo II.2. -  Figuras representativas de constantes de Fuerzas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[1]: r consigo misma  x[5]: R con R en 90º 
x[2]: r con r en 90º   x[6]: R con R en 180º  
x[3]: r con r en 180º   x[7]: r con R con Cl común  
x[4]: R consigo misma  x[8]: r con R en 90º 
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continuación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[9]:   r con R en el mismo eje  x[13]: α  con α  lado común en 90º 
x[10]: α consigo misma   x[14]: α  con α  opuesto por vértice, 90º 
x[11]: α  con α  coplanar, lado común x[15]:  β  consigo misma 
x[12]: α  con α  coplanar opuestos por  x[16]: β  con β  coplanar, lado común 
           el vértice. 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[17]:  β  con β  coplanar opuestos por  x[21]: α  con β en 90º con Cl común 
            el vértice 
x[18]: β  con β   lado común en 90º  x[22]: α  con β en 90º sin Cl común 
x[19]: β  con β  opuesto por vértice, 90º x[23]: α  con β  coplanar sin Cl común 
x[20]: α  con β coplanar con Cl común    x[24]: α  con β  coplanar con Cl común 
           (bote)      (silla) 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[25]: d con q en mismo plano con Cl común   x[29]: d con q,  cloros en distintos  
 planos 
x[26]: d con q planos 90º, cloros en mismo      x[30]: q consigo misma 
           plano sin Cl común            x[31]: q con q en “L” 
x[27]: d con q plano paralelo           x[32]: q con q en 90º a ¼ 
x[28]: d con q en mismo plano sin Cl común 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[33]: q con q paralelas mismo plano  x[37]: r con d, Cl común. 
x[34]: q con q paralelas distinto plano  x[38]: r con d, cloros a 42  
x[35]: q con q cruz.     x[39]: r con d, cloros a ½ 
x[36]: q con q en 90º a ½    x[40]: r con d, cloros a 83  
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[41]: R con d, Cl común.   x[45]: R con α  coplanar Cl común 
x[42]: R con d, cloros a 42   x[46]: R con α  coplanar sin Cl común 
x[43]: R con d, cloros a ½   x[47]: R con α  en 90º 
x[44]: R con d, cloros a 83   x[48]: r con β  coplanar Cl común 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[49]: r con β  coplanar sin Cl común x[53]: r con α coplanar 
x[50]: r con β  en 90º    x[54]: α con d Cl común  
x[51]: r con α  lado común   x[55]: α con d con en cara inf der α
x[52]: r con α  en 90º   x[56]: α con d en con αen cara sup izq 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[57]: α con d en con αen cara izq sup. x[61]: β con d Cl común   
x[58]: α con d en con αen cara der inf. x[62]: β con d con β en cara inf izq 
x[59]: α con d en con αen cara izq inf. x[63]: β con d en con β en cara sup der 
x[60]: α con d en con αen cara pos izq. x[64]: β con d en con β en cara der sup 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[65]: β con d en con β en cara izq inf  x[69]: R con  en 90º β
x[66]: β con d en con β en cara der inf  x[70]: R con  coplanar β
x[67]: β con d en con β en cara pos izq  x[71]: r con q en 90º Cl común 
x[68]: R con  lado común    x[72]: r con q paralelo coplanar β
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[73]: r con q en 90º con ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2        x[77]: αcon q en el mismo plano, Cl  

Ln a ¼ de Cl.             común. 
           
x[74]: r con q paralelo con ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

6       x[78]: α con q en 90º, Cl común. 

x[75]: r con q en 90º con ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2,2

1  x[79]: α con q en 90º, sin Cl común. 

x[76]: r con q en 90º con ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2         x[80]:β con q en el mismo plano, Cl  

          Ln a 43 de Cl.                                       común.  
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[81]: β con q en 90º, Cl común.        x[85]: R con q en 90º con ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2 , 

                                                                     Na a ¼ de Cl. 
x[82]: β con q en 90º, sin Cl común.   x[86]: R con q paralelo con ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

6  

x[83]: R con q en 90º Cl común          x[87]: R con q en 90º con ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2,2

1  

x[84]: R con q paralelo coplanar       x[88]: R con q en 90º con ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2  

                     Na a 4
3 de Cl. 
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continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[89]: d consigo mismo              x[93]: d con d, Cs común, distancia  

4
6  

x[90]: d con d, Cs común, distancia ½ x[94]: d con d, Cs distintos, Cl común 
x[91]: d con d, Cs común,                        x[95]: d con d, Cs distintos, paralelo  

          distancia 4
2     igual dirección 

x[92]: d con d, Cs común, en 180º           x[96]: d con d, Cs distintos, paralelo,         
                                                                           distinta dirección. 
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 continuación 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x[97]: d con d, Cs distintos 90º, x[98]: d con d, Cs distinto 90º, 

          distancia 4
6            distancia 4

2  
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Anexo II.3. -  Matrices representativas del subgrupo de las rotaciones. 
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010

001
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Anexo II.4. -  Operaciones de Simetría sobre coordenadas internas 
 
a) Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ r ”: 
 
E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C111 C111 C111 C111 C111

r 1 r 1 r 5 r 5 r 2 r 1 r 3 r 4 r 1 r 6 r 3 r 2 r 6 r 4 r 2 r 6

r 2 r 4 r 2 r 4 r 5 r 6 r 2 r 1 r 3 r 2 r 1 r 3 r 5 r 3 r 6 r 1

r 3 r 6 r 6 r 3 r 3 r 2 r 5 r 3 r 4 r 1 r 2 r 1 r 2 r 5 r 5 r 4

r 4 r 2 r 4 r 2 r 1 r 3 r 4 r 5 r 6 r 4 r 5 r 6 r 1 r 6 r 3 r 5

r 5 r 5 r 1 r 1 r 4 r 5 r 6 r 2 r 5 r 3 r 6 r 4 r 3 r 2 r 4 r 3

r 6 r 3 r 3 r 6 r 6 r 4 r 1 r 6 r 2 r 5 r 4 r 5 r 4 r 1 r 1 r 2  
 
C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

r 3 r 4 r 4 r 2 r 5 r 5 r 6 r 3 r 5 r 4 r 3 r 6 r 2 r 6 r 4 r 3

r 5 r 6 r 5 r 1 r 3 r 6 r 4 r 4 r 4 r 3 r 5 r 1 r 3 r 5 r 6 r 1

r 4 r 1 r 6 r 6 r 2 r 4 r 5 r 1 r 6 r 1 r 2 r 2 r 5 r 4 r 5 r 4

r 1 r 3 r 1 r 5 r 6 r 3 r 2 r 2 r 2 r 6 r 1 r 5 r 6 r 1 r 3 r 5

r 6 r 2 r 2 r 4 r 1 r 1 r 3 r 6 r 1 r 2 r 6 r 3 r 4 r 3 r 2 r 6

r 2 r 5 r 3 r 3 r 4 r 2 r 1 r 5 r 3 r 5 r 4 r 4 r 1 r 2 r 1 r 2  
 
S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

r 2 r 4 r 2 r 5 r 5 r 6 r 3 r 5 r 1 r 1 r 2 r 4 r 1 r 1 r 6 r 3

r 6 r 1 r 5 r 3 r 6 r 4 r 4 r 2 r 4 r 2 r 1 r 5 r 6 r 3 r 2 r 2

r 1 r 6 r 6 r 4 r 2 r 1 r 5 r 3 r 3 r 6 r 3 r 3 r 4 r 2 r 5 r 1

r 3 r 5 r 1 r 6 r 3 r 2 r 2 r 4 r 2 r 4 r 5 r 1 r 3 r 6 r 4 r 4

r 4 r 2 r 4 r 1 r 1 r 3 r 6 r 1 r 5 r 5 r 4 r 2 r 5 r 5 r 3 r 6

r 5 r 3 r 3 r 2 r 4 r 5 r 1 r 6 r 6 r 3 r 6 r 6 r 2 r 4 r 1 r 5  
 
 
 
b) Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ R ”: 
 

E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C111 C111 C111 C111 C111

R 1 R 1 R 5 R 5 R 2 R 1 R 3 R 4 R 1 R 6 R 3 R 2 R 6 R 4 R 2 R 6

R 2 R 4 R 2 R 4 R 5 R 6 R 2 R 1 R 3 R 2 R 1 R 3 R 5 R 3 R 6 R 1

R 3 R 6 R 6 R 3 R 3 R 2 R 5 R 3 R 4 R 1 R 2 R 1 R 2 R 5 R 5 R 4

R 4 R 2 R 4 R 2 R 1 R 3 R 4 R 5 R 6 R 4 R 5 R 6 R 1 R 6 R 3 R 5

R 5 R 5 R 1 R 1 R 4 R 5 R 6 R 2 R 5 R 3 R 6 R 4 R 3 R 2 R 4 R 3

R 6 R 3 R 3 R 6 R 6 R 4 R 1 R 6 R 2 R 5 R 4 R 5 R 4 R 1 R 1 R 2  
 
C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

R 3 R 4 R 4 R 2 R 5 R 5 R 6 R 3 R 5 R 4 R 3 R 6 R 2 R 6 R 4 R 3

R 5 R 6 R 5 R 1 R 3 R 6 R 4 R 4 R 4 R 3 R 5 R 1 R 3 R 5 R 6 R 1

R 4 R 1 R 6 R 6 R 2 R 4 R 5 R 1 R 6 R 1 R 2 R 2 R 5 R 4 R 5 R 4

R 1 R 3 R 1 R 5 R 6 R 3 R 2 R 2 R 2 R 6 R 1 R 5 R 6 R 1 R 3 R 5

R 6 R 2 R 2 R 4 R 1 R 1 R 3 R 6 R 1 R 2 R 6 R 3 R 4 R 3 R 2 R 6

R 2 R 5 R 3 R 3 R 4 R 2 R 1 R 5 R 3 R 5 R 4 R 4 R 1 R 2 R 1 R 2  
 
S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

R 2 R 4 R 2 R 5 R 5 R 6 R 3 R 5 R 1 R 1 R 2 R 4 R 1 R 1 R 6 R 3

R 6 R 1 R 5 R 3 R 6 R 4 R 4 R 2 R 4 R 2 R 1 R 5 R 6 R 3 R 2 R 2

R 1 R 6 R 6 R 4 R 2 R 1 R 5 R 3 R 3 R 6 R 3 R 3 R 4 R 2 R 5 R 1

R 3 R 5 R 1 R 6 R 3 R 2 R 2 R 4 R 2 R 4 R 5 R 1 R 3 R 6 R 4 R 4

R 4 R 2 R 4 R 1 R 1 R 3 R 6 R 1 R 5 R 5 R 4 R 2 R 5 R 5 R 3 R 6

R 5 R 3 R 3 R 2 R 4 R 5 R 1 R 6 R 6 R 3 R 6 R 6 R 2 R 4 R 1 R 5  
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c)  Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ ”: 

 
E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C111 C111 C111 C111 C111

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5 2, 5 1, 6 2, 3 1, 4 1, 3 2, 6 1, 3 2, 3 5, 6 3, 4 2, 6 1, 6

2, 5 4, 5 1, 2 1, 4 4, 5 5, 6 2, 6 1, 2 3, 5 2, 3 1, 6 3, 4 3, 5 2, 3 4, 6 1, 3

4, 5 2, 5 1, 4 1, 2 1, 4 3, 5 4, 6 2, 5 5, 6 3, 4 5, 6 4, 6 1, 3 2, 6 3, 4 3, 5

1, 4 1, 2 4, 5 2, 5 1, 2 1, 3 3, 4 4, 5 1, 6 4, 6 3, 5 2, 6 1, 6 4, 6 2, 3 5, 6

2, 6 3, 4 2, 3 4, 6 5, 6 4, 6 1, 2 1, 6 2, 3 2, 5 1, 4 3, 5 4, 5 1, 3 1, 6 1, 2

4, 6 2, 3 3, 4 2, 6 1, 6 3, 4 1, 4 5, 6 2, 6 4, 5 4, 5 5, 6 1, 4 1, 6 1, 3 2, 5

3, 4 2, 6 4, 6 2, 3 1, 3 2, 3 4, 5 3, 5 4, 6 1, 4 2, 5 1, 6 1, 2 5, 6 3, 5 4, 5

2, 3 4, 6 2, 6 3, 4 3, 5 2, 6 2, 5 1, 3 3, 4 1, 2 1, 2 1, 3 2, 5 3, 5 5, 6 1, 4

1, 6 1, 3 3, 5 5, 6 2, 6 1, 4 1, 3 4, 6 1, 2 5, 6 3, 4 2, 5 4, 6 1, 4 1, 2 2, 6

5, 6 3, 5 1, 3 1, 6 4, 6 4, 5 1, 6 2, 6 2, 5 3, 5 4, 6 4, 5 3, 4 1, 2 1, 4 2, 3

3, 5 5, 6 1, 6 1, 3 3, 4 2, 5 5, 6 2, 3 4, 5 1, 3 2, 6 1, 4 2, 3 2, 5 4, 5 3, 4

1, 3 1, 6 5, 6 3, 5 2, 3 1, 2 3, 5 3, 4 1, 4 1, 6 2, 3 1, 2 2, 6 4, 5 2, 5 4, 6  
 
C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

3, 5 4, 6 4, 5 1, 2 3, 5 5, 6 4, 6 3, 4 4, 5 3, 4 3, 5 1, 6 2, 3 5, 6 4, 6 1, 3

5, 6 2, 6 2, 5 1, 4 1, 3 1, 6 3, 4 4, 6 1, 4 2, 3 5, 6 1, 3 3, 4 3, 5 2, 6 1, 6

1, 6 2, 3 1, 2 4, 5 1, 6 1, 3 2, 3 2, 6 1, 2 2, 6 1, 6 3, 5 4, 6 1, 3 2, 3 5, 6

1, 3 3, 4 1, 4 2, 5 5, 6 3, 5 2, 6 2, 3 2, 5 4, 6 1, 3 5, 6 2, 6 1, 6 3, 4 3, 5

2, 5 5, 6 3, 5 1, 3 3, 4 2, 6 1, 4 4, 5 3, 4 3, 5 4, 5 1, 4 1, 3 2, 5 1, 6 1, 2

1, 2 3, 5 1, 3 3, 5 4, 6 2, 3 1, 2 2, 5 2, 3 5, 6 1, 4 4, 5 1, 6 1, 2 1, 3 2, 5

1, 4 1, 3 1, 6 5, 6 2, 6 3, 4 2, 5 1, 2 2, 6 1, 6 1, 2 2, 5 5, 6 1, 4 3, 5 4, 5

4, 5 1, 6 5, 6 1, 6 2, 3 4, 6 4, 5 1, 4 4, 6 1, 3 2, 5 1, 2 3, 5 4, 5 5, 6 1, 4

2, 3 4, 5 3, 4 2, 3 4, 5 2, 5 1, 6 3, 5 3, 5 4, 5 3, 4 4, 6 1, 2 2, 6 1, 4 2, 3

2, 6 2, 5 2, 3 3, 4 1, 4 1, 2 1, 3 5, 6 1, 3 2, 5 4, 6 3, 4 1, 4 2, 3 1, 2 2, 6

4, 6 1, 2 2, 6 4, 6 1, 2 1, 4 3, 5 1, 6 1, 6 1, 2 2, 6 2, 3 4, 5 3, 4 2, 5 4, 6

3, 4 1, 4 4, 6 2, 6 2, 5 4, 5 5, 6 1, 3 5, 6 1, 4 2, 3 2, 6 2, 5 4, 6 4, 5 3, 4  
 
S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

2, 6 1, 4 2, 5 3, 5 5, 6 4, 6 3, 4 2, 5 1, 4 1, 2 1, 2 4, 5 1, 6 1, 3 2, 6 2, 3

4, 6 1, 2 4, 5 1, 3 1, 6 3, 4 4, 6 1, 2 4, 5 2, 5 1, 4 2, 5 5, 6 3, 5 2, 3 2, 6

3, 4 2, 5 1, 4 1, 6 1, 3 2, 3 2, 6 1, 4 2, 5 4, 5 4, 5 1, 2 3, 5 5, 6 3, 4 4, 6

2, 3 4, 5 1, 2 5, 6 3, 5 2, 6 2, 3 4, 5 1, 2 1, 4 2, 5 1, 4 1, 3 1, 6 4, 6 3, 4

5, 6 1, 3 3, 5 2, 3 4, 6 4, 5 1, 4 2, 6 4, 6 2, 3 1, 6 5, 6 2, 6 3, 4 1, 2 2, 5

3, 5 3, 5 1, 3 2, 6 3, 4 2, 5 1, 2 4, 6 2, 6 3, 4 5, 6 1, 6 2, 3 4, 6 1, 4 4, 5

1, 3 5, 6 1, 6 4, 6 2, 3 1, 2 2, 5 3, 4 2, 3 4, 6 3, 5 1, 3 3, 4 2, 6 4, 5 1, 4

1, 6 1, 6 5, 6 3, 4 2, 6 1, 4 4, 5 2, 3 3, 4 2, 6 1, 3 3, 5 4, 6 2, 3 2, 5 1, 2

2, 5 3, 4 2, 3 2, 5 4, 5 5, 6 1, 3 5, 6 1, 6 1, 3 2, 6 4, 6 1, 2 1, 4 1, 6 3, 5

4, 5 2, 3 3, 4 1, 2 1, 4 3, 5 1, 6 1, 6 5, 6 3, 5 4, 6 2, 6 2, 5 4, 5 1, 3 5, 6

1, 4 2, 6 4, 6 1, 4 1, 2 1, 3 5, 6 1, 3 3, 5 5, 6 3, 4 2, 3 4, 5 2, 5 3, 5 1, 6

1, 2 4, 6 2, 6 4, 5 2, 5 1, 6 3, 5 3, 5 1, 3 1, 6 2, 3 3, 4 1, 4 1, 2 5, 6 1, 3  
 
 
 
 
 
 
d)  Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ ”: 

 
E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C111 C111 C111 C111 C111

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5 2, 5 1, 6 2, 3 1, 4 1, 3 2, 6 1, 3 2, 3 5, 6 3, 4 2, 6 1, 6

2, 5 4, 5 1, 2 1, 4 4, 5 5, 6 2, 6 1, 2 3, 5 2, 3 1, 6 3, 4 3, 5 2, 3 4, 6 1, 3

4, 5 2, 5 1, 4 1, 2 1, 4 3, 5 4, 6 2, 5 5, 6 3, 4 5, 6 4, 6 1, 3 2, 6 3, 4 3, 5

1, 4 1, 2 4, 5 2, 5 1, 2 1, 3 3, 4 4, 5 1, 6 4, 6 3, 5 2, 6 1, 6 4, 6 2, 3 5, 6

2, 6 3, 4 2, 3 4, 6 5, 6 4, 6 1, 2 1, 6 2, 3 2, 5 1, 4 3, 5 4, 5 1, 3 1, 6 1, 2

4, 6 2, 3 3, 4 2, 6 1, 6 3, 4 1, 4 5, 6 2, 6 4, 5 4, 5 5, 6 1, 4 1, 6 1, 3 2, 5

3, 4 2, 6 4, 6 2, 3 1, 3 2, 3 4, 5 3, 5 4, 6 1, 4 2, 5 1, 6 1, 2 5, 6 3, 5 4, 5

2, 3 4, 6 2, 6 3, 4 3, 5 2, 6 2, 5 1, 3 3, 4 1, 2 1, 2 1, 3 2, 5 3, 5 5, 6 1, 4

1, 6 1, 3 3, 5 5, 6 2, 6 1, 4 1, 3 4, 6 1, 2 5, 6 3, 4 2, 5 4, 6 1, 4 1, 2 2, 6

5, 6 3, 5 1, 3 1, 6 4, 6 4, 5 1, 6 2, 6 2, 5 3, 5 4, 6 4, 5 3, 4 1, 2 1, 4 2, 3

3, 5 5, 6 1, 6 1, 3 3, 4 2, 5 5, 6 2, 3 4, 5 1, 3 2, 6 1, 4 2, 3 2, 5 4, 5 3, 4

1, 3 1, 6 5, 6 3, 5 2, 3 1, 2 3, 5 3, 4 1, 4 1, 6 2, 3 1, 2 2, 6 4, 5 2, 5 4, 6  
 



 

348 

C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

3, 5 4, 6 4, 5 1, 2 3, 5 5, 6 4, 6 3, 4 4, 5 3, 4 3, 5 1, 6 2, 3 5, 6 4, 6 1, 3

5, 6 2, 6 2, 5 1, 4 1, 3 1, 6 3, 4 4, 6 1, 4 2, 3 5, 6 1, 3 3, 4 3, 5 2, 6 1, 6

1, 6 2, 3 1, 2 4, 5 1, 6 1, 3 2, 3 2, 6 1, 2 2, 6 1, 6 3, 5 4, 6 1, 3 2, 3 5, 6

1, 3 3, 4 1, 4 2, 5 5, 6 3, 5 2, 6 2, 3 2, 5 4, 6 1, 3 5, 6 2, 6 1, 6 3, 4 3, 5

2, 5 5, 6 3, 5 1, 3 3, 4 2, 6 1, 4 4, 5 3, 4 3, 5 4, 5 1, 4 1, 3 2, 5 1, 6 1, 2

1, 2 3, 5 1, 3 3, 5 4, 6 2, 3 1, 2 2, 5 2, 3 5, 6 1, 4 4, 5 1, 6 1, 2 1, 3 2, 5

1, 4 1, 3 1, 6 5, 6 2, 6 3, 4 2, 5 1, 2 2, 6 1, 6 1, 2 2, 5 5, 6 1, 4 3, 5 4, 5

4, 5 1, 6 5, 6 1, 6 2, 3 4, 6 4, 5 1, 4 4, 6 1, 3 2, 5 1, 2 3, 5 4, 5 5, 6 1, 4

2, 3 4, 5 3, 4 2, 3 4, 5 2, 5 1, 6 3, 5 3, 5 4, 5 3, 4 4, 6 1, 2 2, 6 1, 4 2, 3

2, 6 2, 5 2, 3 3, 4 1, 4 1, 2 1, 3 5, 6 1, 3 2, 5 4, 6 3, 4 1, 4 2, 3 1, 2 2, 6

4, 6 1, 2 2, 6 4, 6 1, 2 1, 4 3, 5 1, 6 1, 6 1, 2 2, 6 2, 3 4, 5 3, 4 2, 5 4, 6

3, 4 1, 4 4, 6 2, 6 2, 5 4, 5 5, 6 1, 3 5, 6 1, 4 2, 3 2, 6 2, 5 4, 6 4, 5 3, 4  
 
S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

2, 6 1, 4 2, 5 3, 5 5, 6 4, 6 3, 4 2, 5 1, 4 1, 2 1, 2 4, 5 1, 6 1, 3 2, 6 2, 3

4, 6 1, 2 4, 5 1, 3 1, 6 3, 4 4, 6 1, 2 4, 5 2, 5 1, 4 2, 5 5, 6 3, 5 2, 3 2, 6

3, 4 2, 5 1, 4 1, 6 1, 3 2, 3 2, 6 1, 4 2, 5 4, 5 4, 5 1, 2 3, 5 5, 6 3, 4 4, 6

2, 3 4, 5 1, 2 5, 6 3, 5 2, 6 2, 3 4, 5 1, 2 1, 4 2, 5 1, 4 1, 3 1, 6 4, 6 3, 4

5, 6 1, 3 3, 5 2, 3 4, 6 4, 5 1, 4 2, 6 4, 6 2, 3 1, 6 5, 6 2, 6 3, 4 1, 2 2, 5

3, 5 3, 5 1, 3 2, 6 3, 4 2, 5 1, 2 4, 6 2, 6 3, 4 5, 6 1, 6 2, 3 4, 6 1, 4 4, 5

1, 3 5, 6 1, 6 4, 6 2, 3 1, 2 2, 5 3, 4 2, 3 4, 6 3, 5 1, 3 3, 4 2, 6 4, 5 1, 4

1, 6 1, 6 5, 6 3, 4 2, 6 1, 4 4, 5 2, 3 3, 4 2, 6 1, 3 3, 5 4, 6 2, 3 2, 5 1, 2

2, 5 3, 4 2, 3 2, 5 4, 5 5, 6 1, 3 5, 6 1, 6 1, 3 2, 6 4, 6 1, 2 1, 4 1, 6 3, 5

4, 5 2, 3 3, 4 1, 2 1, 4 3, 5 1, 6 1, 6 5, 6 3, 5 4, 6 2, 6 2, 5 4, 5 1, 3 5, 6

1, 4 2, 6 4, 6 1, 4 1, 2 1, 3 5, 6 1, 3 3, 5 5, 6 3, 4 2, 3 4, 5 2, 5 3, 5 1, 6

1, 2 4, 6 2, 6 4, 5 2, 5 1, 6 3, 5 3, 5 1, 3 1, 6 2, 3 3, 4 1, 4 1, 2 5, 6 1, 3  
 
 
 
 
e)  Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ q”: 

 
E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C111 C111 C111 C111 C111

q1 q7 q7 q1 q8 q6 q10 q8 q12 q4 q11 q9 q11 q3 q3 q5

q2 q8 q8 q2 q7 q5 q9 q7 q11 q3 q12 q10 q12 q4 q4 q6

q3 q3 q9 q9 q12 q10 q2 q6 q10 q8 q7 q5 q1 q11 q5 q1

q4 q4 q10 q10 q11 q9 q1 q5 q9 q7 q8 q6 q2 q12 q6 q2

q5 q11 q5 q11 q4 q8 q12 q10 q2 q12 q3 q7 q9 q7 q1 q3

q6 q12 q6 q12 q3 q7 q11 q9 q1 q11 q4 q8 q10 q8 q2 q4

q7 q1 q1 q7 q2 q12 q4 q2 q6 q10 q5 q3 q5 q9 q9 q11

q8 q2 q2 q8 q1 q11 q3 q1 q5 q9 q6 q4 q6 q10 q10 q12

q9 q9 q3 q3 q6 q4 q8 q12 q4 q2 q1 q11 q7 q5 q11 q7

q10 q10 q4 q4 q5 q3 q7 q11 q3 q1 q2 q12 q8 q6 q12 q8

q11 q5 q11 q5 q10 q2 q6 q4 q8 q6 q9 q1 q3 q1 q7 q9

q12 q6 q12 q6 q9 q1 q5 q3 q7 q5 q10 q2 q4 q2 q8 q10  
 
C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

q5 q9 q2 q2 q6 q12 q10 q4 q1 q3 q5 q5 q9 q11 q9 q11

q6 q10 q1 q1 q5 q11 q9 q3 q2 q4 q6 q6 q10 q12 q10 q12

q7 q11 q6 q12 q4 q4 q8 q2 q3 q5 q1 q7 q11 q7 q5 q1

q8 q12 q5 q11 q3 q3 q7 q1 q4 q6 q2 q8 q12 q8 q6 q2

q9 q1 q4 q10 q2 q8 q6 q6 q5 q1 q3 q9 q1 q3 q7 q9

q10 q2 q3 q9 q1 q7 q5 q5 q6 q2 q4 q10 q2 q4 q8 q10

q11 q3 q8 q8 q12 q6 q4 q10 q7 q9 q11 q11 q3 q5 q3 q5

q12 q4 q7 q7 q11 q5 q3 q9 q8 q10 q12 q12 q4 q6 q4 q6

q1 q5 q12 q6 q10 q10 q2 q8 q9 q11 q7 q1 q5 q1 q11 q7

q2 q6 q11 q5 q9 q9 q1 q7 q10 q12 q8 q2 q6 q2 q12 q8

q3 q7 q10 q4 q8 q2 q12 q12 q11 q7 q9 q3 q7 q9 q1 q3

q4 q8 q9 q3 q7 q1 q11 q11 q12 q8 q10 q4 q8 q10 q2 q4  
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S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

q3 q8 q8 q6 q12 q10 q4 q7 q7 q1 q2 q2 q6 q12 q4 q10

q4 q7 q7 q5 q11 q9 q3 q8 q8 q2 q1 q1 q5 q11 q3 q9

q11 q12 q6 q10 q10 q2 q8 q3 q9 q9 q6 q12 q4 q4 q2 q8

q12 q11 q5 q9 q9 q1 q7 q4 q10 q10 q5 q11 q3 q3 q1 q7

q7 q4 q10 q8 q2 q12 q12 q11 q5 q11 q4 q10 q2 q8 q6 q6

q8 q3 q9 q7 q1 q11 q11 q12 q6 q12 q3 q9 q1 q7 q5 q5

q9 q2 q2 q12 q6 q4 q10 q1 q1 q7 q8 q8 q12 q6 q10 q4

q10 q1 q1 q11 q5 q3 q9 q2 q2 q8 q7 q7 q11 q5 q9 q3

q5 q6 q12 q4 q4 q8 q2 q9 q3 q3 q12 q6 q10 q10 q8 q2

q6 q5 q11 q3 q3 q7 q1 q10 q4 q4 q11 q5 q9 q9 q7 q1

q1 q10 q4 q2 q8 q6 q6 q5 q11 q5 q10 q4 q8 q2 q12 q12

q2 q9 q3 q1 q7 q5 q5 q6 q12 q6 q9 q3 q7 q1 q11 q11  
 
 
 
 
 
 
 
f)  Operaciones de simetría sobre coordenadas  internas “ d ”: 

 
E C2x C2 y C2z C4z C4x C4 y C4z C4x C4 y C111 C11 1 C111 C111 C111 C111

d1 d7 d11 d5 d20 d13 d15 d16 d19 d24 d3 d8 d12 d4 d2 d6

d2 d4 d8 d10 d17 d18 d14 d13 d15 d20 d7 d9 d5 d3 d6 d1

d3 d6 d12 d9 d15 d14 d23 d21 d16 d13 d8 d1 d2 d5 d11 d10

d4 d2 d10 d8 d19 d15 d22 d23 d18 d16 d11 d6 d1 d12 d9 d5

d5 d11 d7 d1 d16 d23 d18 d20 d17 d21 d12 d10 d3 d2 d4 d9

d6 d3 d9 d12 d24 d16 d19 d18 d14 d17 d4 d11 d10 d7 d1 d2

d7 d1 d5 d11 d14 d19 d21 d22 d13 d18 d9 d2 d6 d10 d8 d12

d8 d10 d2 d4 d23 d24 d20 d19 d21 d14 d1 d3 d11 d9 d12 d7

d9 d12 d6 d3 d21 d20 d17 d15 d22 d19 d2 d7 d8 d11 d5 d4

d10 d8 d4 d2 d13 d21 d16 d17 d24 d22 d5 d12 d7 d6 d3 d11

d11 d5 d1 d7 d22 d17 d24 d14 d23 d15 d6 d4 d9 d8 d10 d3

d12 d9 d3 d6 d18 d22 d13 d24 d20 d23 d10 d5 d4 d1 d7 d8

d13 d19 d23 d17 d2 d7 d3 d10 d1 d12 d21 d20 d18 d16 d14 d24

d14 d16 d20 d22 d11 d6 d8 d7 d3 d2 d19 d15 d17 d21 d24 d13

d15 d18 d24 d21 d9 d2 d11 d3 d4 d1 d14 d19 d20 d23 d17 d16

d16 d14 d22 d20 d1 d3 d4 d5 d6 d10 d23 d24 d13 d18 d15 d17

d17 d23 d19 d13 d10 d5 d6 d2 d11 d9 d18 d22 d21 d14 d16 d15

d18 d15 d21 d24 d6 d4 d7 d12 d2 d5 d22 d17 d16 d13 d19 d20

d19 d13 d17 d23 d8 d1 d9 d4 d7 d6 d15 d14 d24 d22 d20 d18

d20 d22 d14 d16 d5 d12 d2 d1 d9 d8 d13 d21 d23 d15 d18 d19

d21 d24 d18 d15 d3 d8 d5 d9 d10 d7 d20 d13 d14 d17 d23 d22

d22 d20 d16 d14 d7 d9 d10 d11 d12 d4 d17 d18 d19 d24 d21 d23

d23 d17 d13 d19 d4 d11 d12 d8 d5 d3 d24 d16 d15 d20 d22 d21

d24 d21 d15 d18 d12 d10 d1 d6 d8 d11 d16 d23 d22 d19 d13 d14  
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C111 C111 C2xy C2xy C2 yz C2 yz C2zx C2zx Inv S111 S111 S111 S111 S111 S111 S111

d9 d10 d22 d14 d23 d17 d18 d21 d23 d22 d21 d18 d14 d24 d16 d15

d11 d12 d23 d19 d21 d24 d16 d22 d22 d21 d23 d13 d15 d17 d18 d19

d4 d7 d18 d24 d20 d22 d17 d19 d24 d13 d14 d20 d17 d16 d23 d22

d7 d3 d13 d17 d24 d21 d20 d14 d20 d18 d19 d17 d24 d13 d21 d23

d6 d8 d14 d22 d13 d19 d15 d24 d19 d20 d18 d21 d16 d15 d14 d24

d8 d5 d21 d15 d22 d20 d13 d23 d21 d23 d22 d16 d19 d20 d13 d14

d3 d4 d16 d20 d17 d23 d24 d15 d17 d16 d15 d24 d20 d18 d22 d21

d5 d6 d17 d13 d15 d18 d22 d16 d16 d15 d17 d19 d21 d23 d24 d13

d10 d1 d24 d18 d14 d16 d23 d13 d18 d19 d20 d14 d23 d22 d17 d16

d1 d9 d19 d23 d18 d15 d14 d20 d14 d24 d13 d23 d18 d19 d15 d17

d12 d2 d20 d16 d19 d13 d21 d18 d13 d14 d24 d15 d22 d21 d20 d18

d2 d11 d15 d21 d16 d14 d19 d17 d15 d17 d16 d22 d13 d14 d19 d20

d15 d22 d4 d8 d5 d11 d6 d9 d11 d10 d3 d12 d2 d6 d4 d9

d23 d18 d5 d1 d9 d12 d10 d4 d10 d3 d11 d1 d9 d5 d12 d7

d22 d13 d12 d6 d8 d10 d5 d7 d12 d7 d8 d2 d11 d10 d5 d4

d19 d21 d7 d11 d12 d9 d2 d8 d8 d12 d7 d5 d6 d1 d3 d11

d24 d20 d8 d4 d7 d1 d3 d12 d7 d8 d12 d3 d4 d9 d2 d6

d14 d23 d3 d9 d10 d8 d1 d11 d9 d5 d4 d10 d1 d2 d7 d8

d21 d16 d10 d2 d11 d5 d12 d3 d5 d4 d9 d6 d8 d12 d10 d3

d17 d24 d11 d7 d3 d6 d4 d10 d4 d9 d5 d7 d3 d11 d6 d1

d16 d19 d6 d12 d2 d4 d11 d1 d6 d1 d2 d8 d5 d4 d11 d10

d13 d15 d1 d5 d6 d3 d8 d2 d2 d6 d1 d11 d12 d7 d9 d5

d18 d14 d2 d10 d1 d7 d9 d6 d1 d2 d6 d9 d10 d3 d8 d12

d20 d17 d9 d3 d4 d2 d7 d5 d3 d11 d10 d4 d7 d8 d1 d2  
 
S111 S4xy S4xy S4yz S4yz S4zx S4zx hx hy hz dz dz' dx dx' dy dy'

d20 d4 d8 d11 d5 d12 d3 d17 d13 d19 d2 d10 d1 d7 d6 d9

d24 d7 d11 d9 d12 d10 d4 d20 d16 d14 d1 d5 d6 d3 d2 d8

d19 d12 d6 d10 d8 d1 d11 d21 d15 d18 d9 d3 d4 d2 d5 d7

d15 d5 d1 d12 d9 d2 d8 d22 d14 d16 d11 d7 d3 d6 d10 d4

d22 d8 d4 d1 d7 d9 d6 d13 d17 d23 d10 d2 d11 d5 d3 d12

d17 d3 d9 d8 d10 d5 d7 d24 d18 d15 d6 d12 d2 d4 d1 d11

d14 d10 d2 d5 d11 d6 d9 d23 d19 d13 d8 d4 d7 d1 d12 d3

d18 d1 d5 d3 d6 d4 d10 d14 d22 d20 d7 d11 d12 d9 d8 d2

d13 d6 d12 d4 d2 d7 d5 d15 d21 d24 d3 d9 d10 d8 d11 d1

d21 d11 d7 d6 d3 d8 d2 d16 d20 d22 d5 d1 d9 d12 d4 d10

d16 d2 d10 d7 d1 d3 d12 d19 d23 d17 d4 d8 d5 d11 d9 d6

d23 d9 d3 d2 d4 d11 d1 d18 d24 d21 d12 d6 d8 d10 d7 d5

d8 d22 d14 d17 d23 d24 d15 d5 d1 d7 d20 d16 d19 d13 d18 d21

d6 d13 d17 d21 d24 d16 d22 d8 d4 d2 d19 d23 d18 d15 d20 d14

d1 d18 d24 d22 d20 d13 d23 d9 d3 d6 d15 d21 d16 d14 d17 d19

d9 d23 d19 d24 d21 d20 d14 d10 d2 d4 d17 d13 d15 d18 d16 d22

d10 d14 d22 d19 d13 d21 d18 d1 d5 d11 d16 d20 d17 d23 d15 d24

d11 d21 d15 d20 d22 d17 d19 d12 d6 d3 d24 d18 d14 d16 d13 d23

d2 d16 d20 d23 d17 d18 d21 d11 d7 d1 d14 d22 d13 d19 d24 d15

d12 d19 d23 d15 d18 d22 d16 d2 d10 d8 d13 d17 d24 d21 d14 d20

d7 d24 d18 d16 d14 d19 d17 d3 d9 d12 d21 d15 d22 d20 d23 d13

d3 d17 d13 d18 d15 d14 d20 d4 d8 d10 d23 d19 d21 d24 d22 d16

d4 d20 d16 d13 d19 d15 d24 d7 d11 d5 d22 d14 d23 d17 d21 d18

d5 d15 d21 d14 d16 d23 d13 d6 d12 d9 d18 d24 d20 d22 d19 d17  
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Anexo II.5. -  Especies de simetría usando grupo de rotaciones, en 
coordenadas internas y cartesianas. 
 
a)  Coordenadas internas “ r ” 
 
A1g: 
 
r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6   
 
8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6  
 
 
A1u, A2g, A2u, Eu, T1g, T2g, T2u: 
 
0

0

0

0

0

0  
 
Eg: 
 

2 r 1 r 2 r 3 r 4 2 r 5 r 6

r 1 2 r 2 r 3 2 r 4 r 5 r 6

r 1 r 2 2 r 3 r 4 r 5 2 r 6

r 1 2 r 2 r 3 2 r 4 r 5 r 6

2 r 1 r 2 r 3 r 4 2 r 5 r 6

r 1 r 2 2 r 3 r 4 r 5 2 r 6  
 

4 2 x 1 2 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 2 y 2 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6

4 x 1 x 5 2 y 2 2 y 4 z 3 z 6

4 2 x 1 2 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6  
 
 



 

352 

T1u: 
 

r 1 r 5

r 2 r 4

r 3 r 6

r 2 r 4

r 1 r 5

r 3 r 6  
 

8 x 1 x 5 2 x 7

8 y 2 y 4 2 y 7

8 z 3 z 6 2 z 7

8 y 2 y 4 2 y 7

8 x 1 x 5 2 x 7

8 z 3 z 6 2 z 7  
 
 
 
 
 
b)  Coordenadas internas “ R ” 
 
A1g: 
 
R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6  
 
8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

8 x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6  
 
 
 
A1u, A2g, A2u, Eu, T1g,T2g, T2u: 
 
0

0

0

0

0

0  
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Eg: 
 

2 R 1 R 2 R 3 R 4 2 R 5 R 6

R 1 2 R 2 R 3 2 R 4 R 5 R 6

R 1 R 2 2 R 3 R 4 R 5 2 R 6

R 1 2 R 2 R 3 2 R 4 R 5 R 6

2 R 1 R 2 R 3 R 4 2 R 5 R 6

R 1 R 2 2 R 3 R 4 R 5 2 R 6  
 
4 2 x 1 2 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 2 y 2 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6

4 x 1 x 5 2 y 2 2 y 4 z 3 z 6

4 2 x 1 2 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

4 x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6  
 
 
T1u: 
 

R 1 R 5

R 2 R 4

R 3 R 6

R 2 R 4

R 1 R 5

R 3 R 6  
 

8 x 1 x 5 2 x 8

8 y 2 y 4 2 y 8

8 z 3 z 6 2 z 8

8 y 2 y 4 2 y 8

8 x 1 x 5 2 x 8

8 z 3 z 6 2 z 8  
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c)  Coordenadas internas : 

 
A1g: 
 

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6  
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
A1u, A2g, A2u, Eu, T1g: 
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
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Eg: 
 

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6  
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
T1u: 
 

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6  
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4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7  
 
 
 
T2g: 
 

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6  
 
8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5  
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T2u: 
 
 

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6  
 

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5  
 
 
d)  Coordenadas internas : 

 
 
A1g: 
 
 

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 5 4, 6 5, 6  
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
A1u, A2g, A2u, Eu, T1g: 
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
 
Eg: 
 

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6 2 5, 6  
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
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T1u: 
 

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6  
 

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

4 x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8 z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8  
 
 
 
 
T2g: 
 

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6  
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8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5  
 
 
T2u: 
 

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

2 1, 2 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 2 4, 5 4, 6 5, 6

1, 3 2 1, 4 1, 6 2, 3 2 2, 5 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 2 2, 6 2 3, 4 3, 5 4, 5 5, 6

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2 2, 3 2, 5 3, 5 4, 5 2 4, 6 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6

1, 2 1, 4 2 1, 6 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 2 3, 5 4, 5 4, 6

1, 2 2 1, 3 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6 2 5, 6  
 

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

4 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5  
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e)  Coordenadas internas q : 

 
A1g: 
 
q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9   
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
A1u, A2u, Eu, T1u, T2u: 
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
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A2g: 
 

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9

q1 q10 q11 q12 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9  
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
 
Eg:  
 

2 q1 q11 q3 q5 2 q7 q9

q10 q12 2 q2 q4 q6 2 q8

q1 q11 2 q3 q5 q7 2 q9

2 q10 q12 q2 2 q4 q6 q8

q1 2 q11 q3 2 q5 q7 q9

q10 2 q12 q2 q4 2 q6 q8

2 q1 q11 q3 q5 2 q7 q9

q10 q12 2 q2 q4 q6 2 q8

q1 q11 2 q3 q5 q7 2 q9

2 q10 q12 q2 2 q4 q6 q8

q1 2 q11 q3 2 q5 q7 q9

q10 2 q12 q2 q4 2 q6 q8  
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
 
T1g: 
 

q1 q2 q7 q8

q1 q2 q7 q8

q10 q3 q4 q9

q10 q3 q4 q9

q11 q12 q5 q6

q11 q12 q5 q6

q1 q2 q7 q8

q1 q2 q7 q8

q10 q3 q4 q9

q10 q3 q4 q9

q11 q12 q5 q6

q11 q12 q5 q6  
 

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5  
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T2g: 
 

q1 q2 q7 q8

q1 q2 q7 q8

q10 q3 q4 q9

q10 q3 q4 q9

q11 q12 q5 q6

q11 q12 q5 q6

q1 q2 q7 q8

q1 q2 q7 q8

q10 q3 q4 q9

q10 q3 q4 q9

q11 q12 q5 q6

q11 q12 q5 q6  
 

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 x 2 x 4 y 1 y 5

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 y 3 y 6 z 2 z 4

8 x 3 x 6 z 1 z 5

8 x 3 x 6 z 1 z 5  
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f)  Coordenadas internas “ d ” 

 
A1g: 
 
d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9  
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
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A1u, A2g: 
 
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
A2u: 
 

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d2 d20 d21 d22 d23 d24 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9  
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
Eg: 
 

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9  
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
 
Eu: 
 

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 2 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8 2 d9  
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0  
 
T1g: 
 

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9  
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2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 z 1 z 5

2 2 x 3 x 6 y 3 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5  
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T1u: 
 

4 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 4 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 4 d2 2 d20 d21 4 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 4 d24 4 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 4 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 4 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 4 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 4 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 4 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 4 d6 d7 d8 2 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 4 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 4 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 4 d16 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 4 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 4 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8 4 d9

d1 4 d10 d11 d12 d13 4 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 4 d11 d12 4 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 4 d12 d13 d14 4 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 4 d11 d12 4 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 4 d10 d11 d12 d13 4 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 4 d12 d13 d14 4 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 4 d16 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 4 d8 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 4 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 4 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 4 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8 4 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 4 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 4 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 4 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 4 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 4 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 4 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 4 d2 2 d20 d21 4 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

4 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 4 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 4 d24 4 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8  
 

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10  
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T2g:  
 

4 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 4 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 4 d2 2 d20 d21 4 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 4 d24 4 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 4 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 4 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 4 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 4 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 4 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 4 d6 d7 d8 2 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 4 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 4 d7 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 4 d16 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 4 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 4 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8 4 d9

d1 4 d10 d11 d12 d13 4 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 4 d11 d12 4 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 4 d12 d13 d14 4 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

2 d1 d10 4 d11 d12 4 d13 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 4 d10 d11 d12 d13 4 d14 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 4 d12 d13 d14 4 d15 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 4 d16 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 4 d8 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 4 d17 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 4 d7 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 4 d18 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8 4 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 4 d19 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 4 d5 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 4 d20 d21 2 d22 d23 d24 d3 4 d4 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 4 d21 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 4 d6 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 4 d2 2 d20 d21 4 d22 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

4 d1 d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 4 d23 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 4 d24 4 d3 d4 d5 2 d6 d7 d8  
 

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 4 2 x 9 2 x 10 y 1 y 3 y 5 y 6 z 2 z 4 2 z 9 2 z 10

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 5 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5 2 z 9 2 z 10

2 2 x 3 x 6 2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 2 z 4 z 5  
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T2u: 
 

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9

d10 2 d11 d12 2 d13 d14 d15 d16 d18 2 d19 d2 d20 d21 d22 d24 d3 d4 2 d5 d6 d8 d9

d1 2 d10 d11 d12 d13 2 d14 d15 d17 d18 d19 2 d20 d21 d23 d24 d3 2 d4 d5 d6 d7 d9

d1 d10 d11 2 d12 d13 d14 2 d15 d16 d17 d19 d2 d20 2 d21 d22 d23 d4 d5 2 d6 d7 d8

d1 d11 d12 d13 d15 2 d16 d17 d18 d19 2 d2 d21 2 d22 d23 d24 d3 d5 d6 d7 2 d8 d9

2 d1 d10 d12 d14 d15 d16 2 d17 d18 d2 d20 d21 d22 2 d23 d24 d3 d4 d6 2 d7 d8 d9

d1 d10 d11 d13 d14 d16 d17 2 d18 d19 d2 d20 d22 d23 2 d24 2 d3 d4 d5 d7 d8 2 d9  
 
2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 y 1 y 3 y 5 y 6 z 1 z 2 z 4 z 5

2 2 x 2 x 3 x 4 x 6 y 1 y 3 y 5 y 6  
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Anexo II.6. -  Tabla de Operaciones de Simetría.  
 

 *  
zC4  xC4  111

3C  

A1 a1 a1 a1 a1 

A2 a2 -a2 -a2 a2 

E  

 

 

 

 

 

 

-  

2

3

2

1
 

2

3

2

1
 

2

3

2

1
 

2

3

2

1
 

 

T1 x 

y 

z 

y 

-x 

z 

x 

z 

-y 

y 

z 

x 

T2  

 

 

-  

 

-  

-  

-  

 

 

 

 

Grupo de Generadores de Griffith para simetría octaédrica. 
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Anexo II.7. -  Ejemplo de cálculo usando coordenadas “ r ” para 1T . 

 

Sea: 

 

6655443322111 rcrcrcrcrcrcT x  

 

Aplicando zC4  se tiene: 

 

yxz TrcrcrcrcrcrcTC 166451433522114  

 

Se aplica también xxx TTC 114 : 

 

xxx TrcrcrcrcrcrcTC 146553423621114  

 

por lo tanto se deduce: 

 

6432 cccc  
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Luego se tiene: 

 

6255423222111 rcrcrcrcrcrcT x  

6245523222111 rcrcrcrcrcrcT y  

 

Aplicando xyz TTC 114  

 

xyz TrcrcrcrcrcrcTC 162152232425114  

 

Se determina de este modo: 

 

022

15

cc

cc

 

luego: 

 

3611

111

31

4211

5111

rrcTCT

rrcT

rrcT

yz

y

x
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Si se aplica la operación de inversión se tiene: 

 

xx TTi 11
ˆ

 

yy TTi 11
ˆ

 

zz TTi 11
ˆ

 

 

Por lo tanto se concluye que la representación irreductible 1T  es impar 

(ungerade) y se denota uT1 . 

 

Finalmente, al normalizar se tiene: 

 

361

421

511

2

1

2

1

2

1

rrT

rrT

rrT

uz

uy

ux
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Anexo II.8.-  Especies de simetría calculadas usando el Grupo de 
Generadores de Griffith. 
 
a) Coordenadas internas “ r ” 
 

A1gr :
1

6

r 1 r 2 r 3 r 4 r 5 r 6

 
 
x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

6  
 

Eg r :
1

12

r 1 r 2 2r 3 r 4 r 5 2r 6

 
 
x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6

2 3  
 

Eg r :
1

2
r 1 r 2 r 4 r 5

 
 
1

2
x 1 x 5 y 2 y 4

 
 
 

t1uxr :
1

2

r 1 r 5

 
 
x 1 x 5 2 x 7

2  
 

t1uyr :
1

2

r 2 r 4

 
 
y 2 y 4 2 y 7

2  
 

t1uzr :
1

2

r 3 r 6

 
 

z 3 z 6 2 z 7

2  
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b) Coordenadas internas “ R ” 
 

A1g :
1

6

R 1 R 2 R 3 R 4 R 5 R 6

 
 
x 1 x 5 y 2 y 4 z 3 z 6

6  
 

Eg :
1

12

R 1 R 2 2 R 3 R 4 R 5 2 R 6

 
 
x 1 x 5 y 2 y 4 2 z 3 2 z 6

2 3  
 

Eg :
1

2
R 1 R 2 R 4 R 5

 
 
1

2
x 1 x 5 y 2 y 4

 
 

t1u1 :
1

2

R 1 R 5

 
 
x 1 x 5 2 x 8

2  
 

t1u2 :
1

2

R 2 R 4

 
 
y 2 y 4 2 y 8

2  
 

t1u3 :
1

2

R 3 R 6

 
 
z 3 z 6 2 z 8

2  
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c)  Coordenadas internas “ ” 

  
Restricciones:  
 

 

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6 0

1, 2 2, 5 4, 5 1, 4 0

3, 4 4, 6 2, 6 2, 3 0  
 
 

t1ux :
1

8

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 3, 5 4, 5 5, 6

 
 
x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 7

2 r  
 

t1uy :
1

8

1, 2 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6

 
 
y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 7

2 r  
 

t1uz :
1

8

1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6

 
 
z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 7

2 r  
 

t2g :
1

2
2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

 
 
y 3 y 6 z 2 z 4

r  
 

t2g :
1

2
1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

 
 
x 3 x 6 z 1 z 5

r  
 

t2g :
1

2
1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

 
 
x 2 x 4 y 1 y 5

r  
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t2u :
1

8

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 4, 5 3, 5 5, 6

 
 
x 2 x 3 x 4 x 6

2 r  
 

t2u :
1

8

2, 3 2, 6 2, 5 1, 2 3, 4 4, 6 4, 5 1, 4

 
 
y 1 y 3 y 5 y 6

2 r  
 

t2u :
1

8

5, 6 1, 6 2, 3 3, 4 3, 5 1, 3 2, 6 4, 6

 
 
z 1 z 2 z 4 z 5

2 r  
 
 
 
d)  Coordenadas internas “ ” 

 
Restricciones: 
 

1, 3 1, 6 3, 5 5, 6 0

1, 2 2, 5 4, 5 1, 4 0

3, 4 4, 6 2, 6 2, 3 0  
 
t1ux : 1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 3, 5 4, 5 5, 6  
 
x 2 x 3 x 4 x 6 4 x 8

2 R  
 
t1uy : 1, 2 1, 4 2, 3 2, 5 2, 6 3, 4 4, 5 4, 6  
 
y 1 y 3 y 5 y 6 4 y 8

2 R  
 
 

 
z 1 z 2 z 4 z 5 4 z 8

2 R  
 
 

t1uz : 1, 3 1, 6 2, 3 2, 6 3, 4 3, 5 4, 6 5, 6
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t2g :
1

2
2, 3 2, 6 3, 4 4, 6

 
 
y 3 y 6 z 2 z 4

R  
 

t2g :
1

2
1, 3 1, 6 3, 5 5, 6

 
 
x 3 x 6 z 1 z 5

R  
 

t2g :
1

2
1, 2 1, 4 2, 5 4, 5

 
 
x 2 x 4 y 1 y 5

R  
 

t2u :
1

8

1, 2 1, 3 1, 4 1, 6 2, 5 4, 5 3, 5 5, 6

 
 
x 2 x 3 x 4 x 6

2 R  
 
 

t2u :
1

8

2, 3 2, 6 2, 5 1, 2 3, 4 4, 6 4, 5 1, 4

 
 
y 1 y 3 y 5 y 6

2 R  
 

t2u :
1

8

5, 6 1, 6 2, 3 3, 4 3, 5 1, 3 2, 6 4, 6

 
 
z 1 z 2 z 4 z 5

2 R  
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e)  Coordenadas internas “ q” 

 

t1gxq :
1

2
q 10 q 3 q 4 q 9

 
 

y 3 y 6 z 2 z 4  
 

t1gyq :
1

2
q 11 q 12 q 5 q 6

 
 
x 3 x 6 z 1 z 5  

 

t1gzq :
1

2
q 1 q 2 q 7 q 8

 
 
x 2 x 4 y 1 y 5  

 

t2g q :
1

2
q 3 q 4 q 9 q 10

 
 
y 3 y 6 z 2 z 4  

 

t2g q :
1

2
q 5 q 6 q 11 q 12

 
 
x 3 x 6 z 1 z 5  
t2g q :

1

2
q 1 q 2 q 7 q 8

 
 

x 2 x 4 y 1 y 5  
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f)  Coordenadas internas “ d ” 

 
t1uxd2 :

1

4
d 2 d 4 d 8 d 10 d 15 d 18 d 21 d 24 d 3 d 6 d 9 d 12 d 14 d 16 d 20 d 22

 
 

x 2 x 3 x 4 x 6 2 x 9 2 x 10

2  
 
t1uyd2 :

1

4
d 3 d 6 d 9 d 12 d 13 d 17 d 19 d 23 d 1 d 5 d 7 d 11 d 15 d 18 d 21 d 24

 
 

y 1 y 3 y 5 y 6 2 y 9 2 y 10

2  
t1uzd2 :

1

4
d 1 d 5 d 7 d 11 d 14 d 16 d 20 d 22 d 2 d 4 d 8 d 10 d 13 d 17 d 19 d 23

 
 

z 1 z 2 z 4 z 5 2 z 9 2 z 10

2  
 
t1gxd3 :

1

4
d 2 d 4 d 8 d 10 d 15 d 18 d 21 d 24 d 3 d 6 d 9 d 12 d 14 d 16 d 20 d 22

 
 

y 3 y 6 z 2 z 4

2  
 
t1gyd3 :

1

4
d 3 d 6 d 9 d 12 d 13 d 17 d 19 d 23 d 1 d 5 d 7 d 11 d 15 d 18 d 21 d 24

 
 
x 3 x 6 z 1 z 5

2  
 
t1gzd3 :

1

4
d 1 d 5 d 7 d 11 d 14 d 16 d 20 d 22 d 2 d 4 d 8 d 10 d 13 d 17 d 19 d 23

 
 
x 2 x 4 y 1 y 5

2  
 
t2g d2 :

1

4
d 2 d 4 d 8 d 10 d 15 d 18 d 21 d 24 d 3 d 6 d 9 d 12 d 14 d 16 d 20 d 22

 
 
2 x 9 2 x 10 y 3 y 6 z 2 z 4

2  
 
t2g d2 :

1

4
d 3 d 6 d 9 d 12 d 13 d 17 d 19 d 23 d 1 d 5 d 7 d 11 d 15 d 18 d 21 d 24

 
 
x 3 x 6 2 y 9 2 y 10 z 1 z 5

2  
 
t2g d2 :

1

4
d 1 d 5 d 7 d 11 d 14 d 16 d 20 d 22 d 2 d 4 d 8 d 10 d 13 d 17 d 19 d 23
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x 2 x 4 y 1 y 5 2 z 9 2 z 10

2  
 
t2u d3 :

1

4
d 2 d 4 d 8 d 10 d 15 d 18 d 21 d 24 d 3 d 6 d 9 d 12 d 14 d 16 d 20 d 22

 
 

x 2 x 3 x 4 x 6

2  
 
t2u d3 :

1

4
d 3 d 6 d 9 d 12 d 13 d 17 d 19 d 23 d 1 d 5 d 7 d 11 d 15 d 18 d 21 d 24

 
 
y 1 y 3 y 5 y 6

2  
 
t2u d3 :

1

4
d 1 d 5 d 7 d 11 d 14 d 16 d 20 d 22 d 2 d 4 d 8 d 10 d 13 d 17 d 19 d 23

 
 

z 1 z 2 z 4 z 5

2  
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Anexo II.9. -  Coordenadas generadas a partir de especies de simetría: 
 

a) A1g (S1): 
 
r1 R1 r2 R2 r3 R3 r4 R4 r5 R5 r6 R6

2 6  
 
 
b) Eg (S2): 

 
r1 R1 r2 R2 2 r3 2 R3 r4 R4 r5 R5 2 r6 2 R6

4 3  
 
 
c) T1g (S3): 
 
1

16
2 d10 2 d12 2 d14 2 d15 2 d16 2 d18 2 d2 2 d20 2 d21

2 d22 2 d24 2 d3 2 d4 2 d6 2 d8 2 d9 2 q10 2 q3 2 q4 2 q9  
 
 

d) T2g
1 (S4): 

 
1

12
q10 q3 q4 q9 23 26 34 46 23 26 34 46

 
 
 

e) T2g
2 (S5): 

 
1

8
d10 d12 d14 d15 d16 d18 d2 d20 d21 d22

d24 d3 d4 d6 d8 d9 2 q10 2 q3 2 q4 2 q9  
 
 

f) T1u
1 (S6): 

 
1

4
r1 R1 r5 R5
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g) T1u
2 (S7): 

 
1

8 15

2 d10 2 d12 2 d14 2 d15 2 d16 2 d18 2 d2 2 d20 2 d21 2 d22

2 d24 2 d3 2 d4 2 d6 2 d8 2 d9 4 r1 4 R1 4 r5 4 R5 2 12 2 13 2 14

2 16 2 25 2 35 2 45 2 56 2 12 2 13 2 14 2 16 2 25 2 35 2 45 2 56  
 
 
h) T1u

3 (S8): 
 
r1 R1 r5 R5

2 2  
 

 
i) T1u

4 (S9): 
 

1

8 3

2 d10 2 d12 2 d14 2 d15 2 d16 2 d18 2 d2 2 d20 2 d21

2 d22 2 d24 2 d3 2 d4 2 d6 2 d8 2 d9 2 r1 2 R1 2 r5 2 R5

12 13 14 16 25 35 45 56 12 13 14 16 25 35 45 56  
 
 

j) T2u (S10): 
 
1

24
2 d10 2 d12 2 d14 2 d15 2 d16 2 d18 2 d2 2 d20 2 d21

2 d22 2 d24 2 d3 2 d4 2 d6 2 d8 2 d9 2 12 2 13 2 14 2 16

2 25 2 35 2 45 2 56 2 12 2 13 2 14 2 16 2 25 2 35 2 45 2 56  
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Anexo II.10.-  Coordenadas 'r  que generan matriz “Mp” de pasaje. Lo 
anterior se define para presentar coordenadas de simetría normalizadas. 
 

2
'

2
'

2
'

2
'

2
'

2
'

66

6

55

5

44
4

33

3

22
2

11
1

Rr
r

Rr
r

Rr
r

Rr
r

Rr
r

Rr
r

 

9924211210

36318159

482220108

104216147

22222
8

1
'

22222
8

1
'

22222
8

1
'

22222
8

1
'

qddddr

qddddr

qddddr

qddddr

 

46461014

3434413

2626312

2323911

6

1
'

6

1
'

6

1
'

6

1
'

qr

qr

qr

qr

 

93963242118151216

410842220216141015

222
8

1
'

222
8

1
'

qqddddddddr

qqddddddddr
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5645564524

3525352523

1614161422

1312131221

5

20

1
19

5

18

1
17

4

1
'

4

1
'

4

1
'

4

1
'

2
'

2
'

2
'

2
'

r

r

r

r

R
r

R
r

r
r

r
r

 

2
'

2
'

26
'

26
'

26
'

26
'

55

30

11
29

22201614

28

96312

27

24211815

26

84210

25

Rr
r

Rr
r

dddd
r

dddd
r

dddd
r

dddd
r

 

564535255645352532

161413121614131231

8

1
'

8

1
'

r

r

 

 

22
'

22
'

9632220161412

34

8424212181510

33

dddddddd
r

dddddddd
r
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26
'

26
'

6

1
'

6

1
'

2422212018161514

38

9864321210

37

564535251614131236

564535251614131235

dddddddd
r

dddddddd
r

r

r
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Anexo II.11.-  Coordenadas de simetría usando coordenadas 'r , 
normalizadas. 
 

''''
2

1

'''''2'2
12

1

''
2

1

'3'3'3'3'2'2'2'2'2'2
60

1

''''
2

1

''
2

1

''''
2

1

''''
2

1

'2'''2''
12

1

''''''
6

1

3837363510

34331532319

30298

2827262515242322217

201918176

16155

141312114

109873

6543212

6543211

rrrrS

rrrrrrS

rrS

rrrrrrrrrrS

rrrrS

rrS

rrrrS

rrrrS

rrrrrrS

rrrrrrS
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Anexo II.12.-  Coordenadas de Simetría usando coordenadas cartesianas. 
 

643210

10987519

878

109876543217

87516

1095

42634

63423

6543212

6543211

2

1

22
12

1

2

1

2222323332
60

1

2

1

2

1

2

1

2

1

22
12

1

6

1

xxxxS

xxxxxxS

xxS

xxxxxxxxxxS

xxxxS

xxS

zzyyS

yyzzS

zxyzyxS

zxyzyxS
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Anexo II.13.-  Matrices necesarias para el calculo de symF  y symG . 

 
a)  Matriz U en coordenadas internas (10x38). 
 

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2 3

1

2 3

1

3

1

2 3

1

2 3

1

3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

1

2

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

1

2

1

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

1

2

1

2
0

1

15

0 0 0
1

15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2 3

0 0 0
1

2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
 
 
continuación 
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

15

1

15

1

15

3

5

2

3

5

2

3

5

2

3

5

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

3

1

3

1

2 3

1

2 3

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

1

2

1

2  
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b)  Matriz de pasaje para coordenadas internas (Mp)  (38x72). 
 
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

4

1

4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0

1

4
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0 0 0

1

4
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

8
0 0

1

8
0 0 0 0

1

8
0 0

1

8

1

8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

8

1

8
0 0 0 0 0 0

1

8

1

8
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6

1

6

1

6

1

6
0 0 0 0

1

6

1

6

1

6

1

6
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
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continuación 
 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6
0 0 0 0

0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0 0

1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0

1

4
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0

1

4
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

4
0 0 0 0

1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

4
0 0 0 0 0 0 0 0

1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
1

4
0 0 0 0 0 0

1

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1

8
0 0 0 0

1

8
0 0

1

8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

8

1

8
0 0 0 0 0 0

1

8

1

8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6

1

6

1

6
0 0 0 0

1

6

1

6

1

6

1

6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
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continuación 
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

4 2

0
1

4 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

4 2

0
1

4 2

0 0 0 0 0 0
1

4 2

0
1

4 2

0 0 0 0 0 0

0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0 0 0 0 0 0 0
1

4 2

0

0 0 0 0 0 0 0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

4 2

0
1

4 2

0 0 0
1

4 2

0
1

4 2

0 0 0
1

4 2

0
1

4 2

0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0
1

4 2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6 2

0
1

6 2

0 0 0
1

6 2

0
1

6 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6 2

0

0
1

6 2

0 0
1

6 2

0 0
1

6 2

0 0
1

6 2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6 2

0
1

6 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2 2

0
1

2 2

0 0 0
1

2 2

0
1

2 2

0 0 0 0
1

2 2

0

0
1

2 2

0 0
1

2 2

0 0
1

2 2

0 0
1

2 2

0
1

2 2

0
1

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

6 2

1

6 2

1

6 2

0
1

6 2

0
1

6 2

1

6 2

1

6 2

0
1

6 2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

6 2

1

6 2

1

6 2  
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continuación 
 
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
1

4 2

0
1

4 2

0 0

0
1

4 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

4 2

0 0
1

4 2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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c)  Matriz F (72x72): 
 
x 1 x 2 x 2 x 2 x 3 x 2 x 7 x 8 x 8 x 8 x 9 x 8 x 51 x 53 x 53 x 51 x 52 x 52

x 2 x 1 x 2 x 3 x 2 x 2 x 8 x 7 x 8 x 9 x 8 x 8 x 51 x 51 x 53 x 53 x 51 x 53

x 2 x 2 x 1 x 2 x 2 x 3 x 8 x 8 x 7 x 8 x 8 x 9 x 52 x 52 x 52 x 52 x 53 x 53

x 2 x 3 x 2 x 1 x 2 x 2 x 8 x 9 x 8 x 7 x 8 x 8 x 53 x 53 x 51 x 51 x 53 x 51

x 3 x 2 x 2 x 2 x 1 x 2 x 9 x 8 x 8 x 8 x 7 x 8 x 53 x 51 x 51 x 53 x 52 x 52

x 2 x 2 x 3 x 2 x 2 x 1 x 8 x 8 x 9 x 8 x 8 x 7 x 52 x 52 x 52 x 52 x 51 x 51

x 7 x 8 x 8 x 8 x 9 x 8 x 4 x 5 x 5 x 5 x 6 x 5 x 45 x 46 x 46 x 45 x 47 x 47

x 8 x 7 x 8 x 9 x 8 x 8 x 5 x 4 x 5 x 6 x 5 x 5 x 45 x 45 x 46 x 46 x 45 x 46

x 8 x 8 x 7 x 8 x 8 x 9 x 5 x 5 x 4 x 5 x 5 x 6 x 47 x 47 x 47 x 47 x 46 x 46

x 8 x 9 x 8 x 7 x 8 x 8 x 5 x 6 x 5 x 4 x 5 x 5 x 46 x 46 x 45 x 45 x 46 x 45

x 9 x 8 x 8 x 8 x 7 x 8 x 6 x 5 x 5 x 5 x 4 x 5 x 46 x 45 x 45 x 46 x 47 x 47

x 8 x 8 x 9 x 8 x 8 x 7 x 5 x 5 x 6 x 5 x 5 x 4 x 47 x 47 x 47 x 47 x 45 x 45

x 51 x 51 x 52 x 53 x 53 x 52 x 45 x 45 x 47 x 46 x 46 x 47 x 10 x 11 x 12 x 11 x 13 x 14

x 53 x 51 x 52 x 53 x 51 x 52 x 46 x 45 x 47 x 46 x 45 x 47 x 11 x 10 x 11 x 12 x 13 x 14

x 53 x 53 x 52 x 51 x 51 x 52 x 46 x 46 x 47 x 45 x 45 x 47 x 12 x 11 x 10 x 11 x 14 x 13

x 51 x 53 x 52 x 51 x 53 x 52 x 45 x 46 x 47 x 45 x 46 x 47 x 11 x 12 x 11 x 10 x 14 x 13

x 52 x 51 x 53 x 53 x 52 x 51 x 47 x 45 x 46 x 46 x 47 x 45 x 13 x 13 x 14 x 14 x 10 x 11

x 52 x 53 x 53 x 51 x 52 x 51 x 47 x 46 x 46 x 45 x 47 x 45 x 14 x 14 x 13 x 13 x 11 x 10

x 52 x 53 x 51 x 51 x 52 x 53 x 47 x 46 x 45 x 45 x 47 x 46 x 14 x 14 x 13 x 13 x 12 x 11

x 52 x 51 x 51 x 53 x 52 x 53 x 47 x 45 x 45 x 46 x 47 x 46 x 13 x 13 x 14 x 14 x 11 x 12

x 51 x 52 x 53 x 52 x 53 x 51 x 45 x 47 x 46 x 47 x 46 x 45 x 13 x 14 x 14 x 13 x 13 x 13

x 53 x 52 x 53 x 52 x 51 x 51 x 46 x 47 x 46 x 47 x 45 x 45 x 14 x 13 x 13 x 14 x 13 x 13

x 53 x 52 x 51 x 52 x 51 x 53 x 46 x 47 x 45 x 47 x 45 x 46 x 14 x 13 x 13 x 14 x 14 x 14

x 51 x 52 x 51 x 52 x 53 x 53 x 45 x 47 x 45 x 47 x 46 x 46 x 13 x 14 x 14 x 13 x 14 x 14

x 48 x 48 x 50 x 49 x 49 x 50 x 68 x 68 x 69 x 70 x 70 x 69 x 24 x 20 x 23 x 20 x 21 x 22

x 49 x 48 x 50 x 49 x 48 x 50 x 70 x 68 x 69 x 70 x 68 x 69 x 20 x 24 x 20 x 23 x 21 x 22

x 49 x 49 x 50 x 48 x 48 x 50 x 70 x 70 x 69 x 68 x 68 x 69 x 23 x 20 x 24 x 20 x 22 x 21

x 48 x 49 x 50 x 48 x 49 x 50 x 68 x 70 x 69 x 68 x 70 x 69 x 20 x 23 x 20 x 24 x 22 x 22

x 50 x 48 x 49 x 49 x 50 x 48 x 69 x 68 x 70 x 70 x 69 x 68 x 21 x 21 x 22 x 22 x 24 x 20

x 50 x 49 x 49 x 48 x 50 x 48 x 69 x 70 x 70 x 68 x 69 x 68 x 22 x 22 x 21 x 22 x 20 x 24

x 50 x 49 x 48 x 48 x 50 x 49 x 69 x 70 x 68 x 68 x 69 x 70 x 22 x 22 x 21 x 21 x 23 x 20

x 50 x 48 x 48 x 49 x 50 x 49 x 69 x 68 x 68 x 70 x 69 x 70 x 21 x 21 x 22 x 22 x 20 x 23

x 48 x 50 x 49 x 50 x 49 x 48 x 68 x 69 x 70 x 69 x 70 x 68 x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 21

x 49 x 50 x 49 x 50 x 48 x 48 x 70 x 69 x 70 x 69 x 68 x 68 x 22 x 21 x 21 x 22 x 21 x 21

x 49 x 50 x 48 x 50 x 48 x 49 x 70 x 69 x 68 x 69 x 68 x 70 x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 22

x 48 x 50 x 48 x 50 x 49 x 49 x 68 x 69 x 68 x 69 x 70 x 70 x 21 x 22 x 22 x 21 x 22 x 22

x 71 x 72 x 76 x 74 x 71 x 73 x 83 x 84 x 85 x 86 x 83 x 88 x 77 x 78 x 77 x 78 x 79 x 79

x 72 x 71 x 76 x 75 x 72 x 73 x 84 x 83 x 85 x 87 x 84 x 88 x 77 x 78 x 77 x 78 x 78 x 78

x 73 x 71 x 72 x 71 x 76 x 72 x 88 x 83 x 84 x 83 x 85 x 84 x 78 x 78 x 78 x 78 x 77 x 78

x 73 x 72 x 71 x 72 x 76 x 71 x 88 x 84 x 83 x 84 x 85 x 83 x 79 x 79 x 79 x 79 x 77 x 78

x 72 x 73 x 75 x 76 x 74 x 71 x 84 x 88 x 87 x 85 x 86 x 83 x 79 x 79 x 79 x 79 x 78 x 78

x 71 x 73 x 74 x 76 x 75 x 72 x 83 x 88 x 86 x 85 x 87 x 84 x 78 x 78 x 78 x 78 x 79 x 79

x 75 x 74 x 73 x 72 x 75 x 76 x 87 x 86 x 88 x 84 x 87 x 85 x 78 x 77 x 78 x 77 x 79 x 79

x 74 x 75 x 73 x 71 x 74 x 76 x 86 x 87 x 88 x 83 x 86 x 85 x 78 x 77 x 78 x 77 x 78 x 78

x 76 x 75 x 74 x 75 x 73 x 74 x 85 x 87 x 86 x 87 x 88 x 86 x 78 x 78 x 78 x 78 x 78 x 77

x 76 x 74 x 75 x 74 x 73 x 75 x 85 x 86 x 87 x 86 x 88 x 87 x 79 x 79 x 79 x 79 x 78 x 77

x 74 x 76 x 71 x 73 x 72 x 75 x 86 x 85 x 83 x 88 x 84 x 87 x 79 x 79 x 79 x 79 x 78 x 78

x 75 x 76 x 72 x 73 x 71 x 74 x 87 x 85 x 84 x 88 x 83 x 86 x 78 x 78 x 78 x 78 x 79 x 79

x 37 x 38 x 40 x 40 x 39 x 38 x 41 x 44 x 42 x 42 x 43 x 44 x 54 x 60 x 55 x 56 x 59 x 58

x 38 x 37 x 40 x 39 x 40 x 38 x 44 x 41 x 42 x 43 x 42 x 44 x 54 x 56 x 55 x 60 x 54 x 60

x 38 x 40 x 37 x 38 x 40 x 39 x 44 x 42 x 41 x 44 x 42 x 43 x 58 x 57 x 58 x 59 x 55 x 60

x 38 x 39 x 38 x 37 x 40 x 40 x 44 x 43 x 44 x 41 x 42 x 42 x 60 x 55 x 56 x 54 x 55 x 56

x 39 x 40 x 40 x 38 x 37 x 38 x 43 x 42 x 42 x 44 x 41 x 44 x 55 x 56 x 54 x 60 x 58 x 59

x 38 x 38 x 39 x 40 x 40 x 37 x 44 x 44 x 43 x 42 x 42 x 41 x 59 x 58 x 57 x 58 x 54 x 56

x 37 x 40 x 38 x 38 x 39 x 40 x 41 x 42 x 44 x 44 x 43 x 42 x 56 x 55 x 60 x 54 x 57 x 58

x 40 x 37 x 38 x 39 x 38 x 40 x 42 x 41 x 44 x 43 x 44 x 42 x 56 x 54 x 60 x 55 x 56 x 55

x 40 x 38 x 37 x 40 x 38 x 39 x 42 x 44 x 41 x 42 x 44 x 43 x 58 x 59 x 58 x 57 x 60 x 55

x 40 x 39 x 40 x 37 x 38 x 38 x 42 x 43 x 42 x 41 x 44 x 44 x 55 x 60 x 54 x 56 x 60 x 54

x 39 x 38 x 38 x 40 x 37 x 40 x 43 x 44 x 44 x 42 x 41 x 42 x 60 x 54 x 56 x 55 x 58 x 57

x 40 x 40 x 39 x 38 x 38 x 37 x 42 x 42 x 43 x 44 x 44 x 41 x 57 x 58 x 59 x 58 x 56 x 54

x 37 x 38 x 40 x 40 x 39 x 38 x 41 x 44 x 42 x 42 x 43 x 44 x 56 x 55 x 60 x 54 x 58 x 59

x 38 x 37 x 40 x 39 x 40 x 38 x 44 x 41 x 42 x 43 x 42 x 44 x 54 x 56 x 55 x 60 x 56 x 55

x 38 x 40 x 37 x 38 x 40 x 39 x 44 x 42 x 41 x 44 x 42 x 43 x 59 x 58 x 57 x 58 x 60 x 55

x 38 x 39 x 38 x 37 x 40 x 40 x 44 x 43 x 44 x 41 x 42 x 42 x 60 x 55 x 56 x 54 x 60 x 54

x 39 x 40 x 40 x 38 x 37 x 38 x 43 x 42 x 42 x 44 x 41 x 44 x 60 x 54 x 56 x 55 x 59 x 58

x 38 x 38 x 39 x 40 x 40 x 37 x 44 x 44 x 43 x 42 x 42 x 41 x 58 x 57 x 58 x 59 x 56 x 54

x 37 x 40 x 38 x 38 x 39 x 40 x 41 x 42 x 44 x 44 x 43 x 42 x 54 x 60 x 55 x 56 x 58 x 57

x 40 x 37 x 38 x 39 x 38 x 40 x 42 x 41 x 44 x 43 x 44 x 42 x 56 x 54 x 60 x 55 x 54 x 60

x 40 x 38 x 37 x 40 x 38 x 39 x 42 x 44 x 41 x 42 x 44 x 43 x 57 x 58 x 59 x 58 x 55 x 60

x 40 x 39 x 40 x 37 x 38 x 38 x 42 x 43 x 42 x 41 x 44 x 44 x 55 x 60 x 54 x 56 x 55 x 56

x 39 x 38 x 38 x 40 x 37 x 40 x 43 x 44 x 44 x 42 x 41 x 42 x 55 x 56 x 54 x 60 x 57 x 58

x 40 x 40 x 39 x 38 x 38 x 37 x 42 x 42 x 43 x 44 x 44 x 41 x 58 x 59 x 58 x 57 x 54 x 56  
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x 52 x 52 x 51 x 53 x 53 x 51 x 48 x 49 x 49 x 48 x 50 x 50 x 50 x 50 x 48 x 49 x 49 x 48

x 53 x 51 x 52 x 52 x 52 x 52 x 48 x 48 x 49 x 49 x 48 x 49 x 49 x 48 x 50 x 50 x 50 x 50

x 51 x 51 x 53 x 53 x 51 x 51 x 50 x 50 x 50 x 50 x 49 x 49 x 48 x 48 x 49 x 49 x 48 x 48

x 51 x 53 x 52 x 52 x 52 x 52 x 49 x 49 x 48 x 48 x 49 x 48 x 48 x 49 x 50 x 50 x 50 x 50

x 52 x 52 x 53 x 51 x 51 x 53 x 49 x 48 x 48 x 49 x 50 x 50 x 50 x 50 x 49 x 48 x 48 x 49

x 53 x 53 x 51 x 51 x 53 x 53 x 50 x 50 x 50 x 50 x 48 x 48 x 49 x 49 x 48 x 48 x 49 x 49

x 47 x 47 x 45 x 46 x 46 x 45 x 68 x 70 x 70 x 68 x 69 x 69 x 69 x 69 x 68 x 70 x 70 x 68

x 46 x 45 x 47 x 47 x 47 x 47 x 68 x 68 x 70 x 70 x 68 x 70 x 70 x 68 x 69 x 69 x 69 x 69

x 45 x 45 x 46 x 46 x 45 x 45 x 69 x 69 x 69 x 69 x 70 x 70 x 68 x 68 x 70 x 70 x 68 x 68

x 45 x 46 x 47 x 47 x 47 x 47 x 70 x 70 x 68 x 68 x 70 x 68 x 68 x 70 x 69 x 69 x 69 x 69

x 47 x 47 x 46 x 45 x 45 x 46 x 70 x 68 x 68 x 70 x 69 x 69 x 69 x 69 x 70 x 68 x 68 x 70

x 46 x 46 x 45 x 45 x 46 x 46 x 69 x 69 x 69 x 69 x 68 x 68 x 70 x 70 x 68 x 68 x 70 x 70

x 14 x 13 x 13 x 14 x 14 x 13 x 24 x 20 x 23 x 20 x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 21

x 14 x 13 x 14 x 13 x 13 x 14 x 20 x 24 x 20 x 23 x 21 x 22 x 22 x 21 x 22 x 21 x 21 x 22

x 13 x 14 x 14 x 13 x 13 x 14 x 23 x 20 x 24 x 20 x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 22

x 13 x 14 x 13 x 14 x 14 x 13 x 20 x 23 x 20 x 24 x 22 x 22 x 21 x 22 x 21 x 22 x 22 x 21

x 12 x 11 x 13 x 13 x 14 x 14 x 21 x 21 x 22 x 22 x 24 x 20 x 23 x 20 x 21 x 21 x 22 x 22

x 11 x 12 x 13 x 13 x 14 x 14 x 22 x 22 x 21 x 22 x 20 x 24 x 20 x 23 x 21 x 21 x 22 x 22

x 10 x 11 x 14 x 14 x 13 x 13 x 22 x 22 x 21 x 21 x 23 x 20 x 24 x 20 x 22 x 22 x 21 x 21

x 11 x 10 x 14 x 14 x 13 x 13 x 21 x 21 x 22 x 22 x 20 x 23 x 20 x 24 x 22 x 22 x 21 x 21

x 14 x 14 x 10 x 11 x 12 x 11 x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 21 x 22 x 22 x 24 x 20 x 23 x 20

x 14 x 14 x 11 x 10 x 11 x 12 x 22 x 21 x 21 x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 20 x 24 x 20 x 23

x 13 x 13 x 12 x 11 x 10 x 11 x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 22 x 21 x 21 x 23 x 20 x 24 x 20

x 13 x 13 x 11 x 12 x 11 x 10 x 21 x 22 x 22 x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 20 x 23 x 20 x 24

x 22 x 21 x 21 x 22 x 22 x 21 x 15 x 16 x 17 x 16 x 18 x 19 x 19 x 18 x 18 x 19 x 19 x 18

x 22 x 21 x 22 x 21 x 21 x 22 x 16 x 15 x 16 x 17 x 18 x 19 x 19 x 18 x 19 x 18 x 18 x 19

x 21 x 22 x 22 x 21 x 21 x 22 x 17 x 16 x 15 x 16 x 19 x 18 x 18 x 19 x 19 x 18 x 18 x 19

x 21 x 22 x 21 x 22 x 22 x 21 x 16 x 17 x 16 x 15 x 19 x 18 x 18 x 19 x 18 x 19 x 19 x 18

x 23 x 20 x 21 x 21 x 22 x 22 x 18 x 18 x 19 x 19 x 15 x 16 x 17 x 16 x 18 x 18 x 19 x 19

x 20 x 23 x 21 x 21 x 22 x 22 x 19 x 19 x 18 x 18 x 16 x 15 x 16 x 17 x 18 x 18 x 19 x 19

x 24 x 20 x 22 x 22 x 21 x 21 x 19 x 19 x 18 x 18 x 17 x 16 x 15 x 16 x 19 x 19 x 18 x 18

x 20 x 24 x 22 x 22 x 21 x 21 x 18 x 18 x 19 x 19 x 16 x 17 x 16 x 15 x 19 x 19 x 18 x 18

x 22 x 22 x 24 x 20 x 23 x 20 x 18 x 19 x 19 x 18 x 18 x 18 x 19 x 19 x 15 x 16 x 17 x 16

x 22 x 22 x 20 x 24 x 20 x 23 x 19 x 18 x 18 x 19 x 18 x 18 x 19 x 19 x 16 x 15 x 16 x 17

x 21 x 21 x 23 x 20 x 24 x 20 x 19 x 18 x 18 x 19 x 19 x 19 x 18 x 18 x 17 x 16 x 15 x 16

x 21 x 21 x 20 x 23 x 20 x 24 x 18 x 19 x 19 x 18 x 19 x 19 x 18 x 18 x 16 x 17 x 16 x 15

x 79 x 79 x 78 x 78 x 78 x 78 x 80 x 81 x 80 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 81 x 81 x 81

x 78 x 78 x 79 x 79 x 79 x 79 x 80 x 81 x 80 x 81 x 81 x 81 x 81 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82

x 77 x 78 x 79 x 79 x 79 x 79 x 81 x 81 x 81 x 81 x 80 x 81 x 80 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82

x 77 x 78 x 78 x 78 x 78 x 78 x 82 x 82 x 82 x 82 x 80 x 81 x 80 x 81 x 81 x 81 x 81 x 81

x 78 x 78 x 77 x 78 x 77 x 78 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 81 x 81 x 81 x 80 x 81 x 80 x 81

x 79 x 79 x 77 x 78 x 77 x 78 x 81 x 81 x 81 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82 x 80 x 81 x 80 x 81

x 79 x 79 x 78 x 78 x 78 x 78 x 81 x 80 x 81 x 80 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 81 x 81 x 81

x 78 x 78 x 79 x 79 x 79 x 79 x 81 x 80 x 81 x 80 x 81 x 81 x 81 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82

x 78 x 77 x 79 x 79 x 79 x 79 x 81 x 81 x 81 x 81 x 81 x 80 x 81 x 80 x 82 x 82 x 82 x 82

x 78 x 77 x 78 x 78 x 78 x 78 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 80 x 81 x 80 x 81 x 81 x 81 x 81

x 78 x 78 x 78 x 77 x 78 x 77 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 81 x 81 x 81 x 81 x 80 x 81 x 80

x 79 x 79 x 78 x 77 x 78 x 77 x 81 x 81 x 81 x 81 x 82 x 82 x 82 x 82 x 81 x 80 x 81 x 80

x 57 x 58 x 54 x 60 x 55 x 56 x 63 x 62 x 67 x 61 x 64 x 65 x 66 x 65 x 63 x 62 x 67 x 61

x 55 x 56 x 59 x 58 x 57 x 58 x 63 x 61 x 67 x 62 x 63 x 62 x 67 x 61 x 64 x 65 x 66 x 65

x 54 x 56 x 60 x 55 x 56 x 54 x 65 x 66 x 65 x 64 x 67 x 62 x 63 x 61 x 62 x 67 x 61 x 63

x 54 x 60 x 58 x 57 x 58 x 59 x 62 x 67 x 61 x 63 x 67 x 61 x 63 x 62 x 65 x 66 x 65 x 64

x 58 x 57 x 60 x 54 x 56 x 55 x 67 x 61 x 63 x 62 x 65 x 64 x 65 x 66 x 62 x 63 x 61 x 67

x 55 x 60 x 54 x 56 x 55 x 60 x 64 x 65 x 66 x 65 x 63 x 61 x 67 x 62 x 63 x 61 x 67 x 62

x 59 x 58 x 56 x 55 x 60 x 54 x 61 x 67 x 62 x 63 x 66 x 65 x 64 x 65 x 61 x 67 x 62 x 63

x 60 x 54 x 57 x 58 x 59 x 58 x 61 x 63 x 62 x 67 x 61 x 67 x 62 x 63 x 66 x 65 x 64 x 65

x 56 x 54 x 55 x 60 x 54 x 56 x 65 x 64 x 65 x 66 x 62 x 67 x 61 x 63 x 67 x 62 x 63 x 61

x 56 x 55 x 58 x 59 x 58 x 57 x 67 x 62 x 63 x 61 x 62 x 63 x 61 x 67 x 65 x 64 x 65 x 66

x 58 x 59 x 55 x 56 x 54 x 60 x 62 x 63 x 61 x 67 x 65 x 66 x 65 x 64 x 67 x 61 x 63 x 62

x 60 x 55 x 56 x 54 x 60 x 55 x 66 x 65 x 64 x 65 x 61 x 63 x 62 x 67 x 61 x 63 x 62 x 67

x 58 x 57 x 54 x 60 x 55 x 56 x 61 x 67 x 62 x 63 x 65 x 64 x 65 x 66 x 63 x 62 x 67 x 61

x 60 x 54 x 58 x 57 x 58 x 59 x 63 x 61 x 67 x 62 x 61 x 67 x 62 x 63 x 65 x 66 x 65 x 64

x 56 x 54 x 60 x 55 x 56 x 54 x 64 x 65 x 66 x 65 x 62 x 67 x 61 x 63 x 62 x 67 x 61 x 63

x 56 x 55 x 59 x 58 x 57 x 58 x 62 x 67 x 61 x 63 x 62 x 63 x 61 x 67 x 64 x 65 x 66 x 65

x 57 x 58 x 60 x 54 x 56 x 55 x 62 x 63 x 61 x 67 x 64 x 65 x 66 x 65 x 62 x 63 x 61 x 67

x 60 x 55 x 54 x 56 x 55 x 60 x 65 x 66 x 65 x 64 x 61 x 63 x 62 x 67 x 63 x 61 x 67 x 62

x 58 x 59 x 56 x 55 x 60 x 54 x 63 x 62 x 67 x 61 x 65 x 66 x 65 x 64 x 61 x 67 x 62 x 63

x 55 x 56 x 58 x 59 x 58 x 57 x 61 x 63 x 62 x 67 x 63 x 62 x 67 x 61 x 65 x 64 x 65 x 66

x 54 x 56 x 55 x 60 x 54 x 56 x 66 x 65 x 64 x 65 x 67 x 62 x 63 x 61 x 67 x 62 x 63 x 61

x 54 x 60 x 57 x 58 x 59 x 58 x 67 x 62 x 63 x 61 x 67 x 61 x 63 x 62 x 66 x 65 x 64 x 65

x 59 x 58 x 55 x 56 x 54 x 60 x 67 x 61 x 63 x 62 x 66 x 65 x 64 x 65 x 67 x 61 x 63 x 62

x 55 x 60 x 56 x 54 x 60 x 55 x 65 x 64 x 65 x 66 x 63 x 61 x 67 x 62 x 61 x 63 x 62 x 67  
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x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 92 x 93 x 91 x 91 x 90 x 93

x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 93 x 92 x 93 x 90 x 93 x 93

x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 28 x 29 x 91 x 93 x 92 x 93 x 93 x 90

x 26 x 25 x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 91 x 90 x 94 x 92 x 91 x 93

x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 29 x 28 x 90 x 93 x 94 x 91 x 92 x 91

x 27 x 27 x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 93 x 93 x 90 x 93 x 91 x 92

x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 29 x 28 x 94 x 98 x 98 x 97 x 95 x 97

x 26 x 25 x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 97 x 94 x 98 x 95 x 97 x 98

x 27 x 27 x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 98 x 98 x 94 x 98 x 97 x 95

x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 98 x 95 x 98 x 94 x 98 x 98

x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 95 x 98 x 97 x 97 x 94 x 98

x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 28 x 29 x 97 x 98 x 95 x 98 x 98 x 94

x 25 x 26 x 27 x 27 x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 26 x 25 x 94 x 97 x 97 x 98 x 96 x 98

x 29 x 28 x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 28 x 29 x 27 x 27 x 98 x 94 x 97 x 96 x 98 x 97

x 27 x 27 x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 29 x 28 x 28 x 29 x 97 x 97 x 94 x 97 x 98 x 96

x 26 x 25 x 25 x 26 x 27 x 27 x 29 x 28 x 28 x 29 x 27 x 27 x 97 x 96 x 97 x 94 x 97 x 97

x 25 x 26 x 27 x 27 x 26 x 25 x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 96 x 97 x 98 x 98 x 94 x 97

x 27 x 27 x 26 x 25 x 28 x 29 x 27 x 27 x 29 x 28 x 25 x 26 x 98 x 97 x 96 x 97 x 97 x 94  
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continuación 
 
x 37 x 40 x 40 x 40 x 39 x 40 x 37 x 38 x 38 x 38 x 39 x 38 x 37 x 40 x 40 x 40 x 39 x 40

x 40 x 37 x 38 x 39 x 38 x 40 x 38 x 37 x 40 x 39 x 40 x 38 x 40 x 37 x 38 x 39 x 38 x 40

x 38 x 38 x 37 x 40 x 38 x 39 x 40 x 40 x 37 x 38 x 40 x 39 x 38 x 38 x 37 x 40 x 38 x 39

x 38 x 39 x 40 x 37 x 40 x 38 x 40 x 39 x 38 x 37 x 38 x 40 x 38 x 39 x 40 x 37 x 40 x 38

x 39 x 38 x 38 x 38 x 37 x 38 x 39 x 40 x 40 x 40 x 37 x 40 x 39 x 38 x 38 x 38 x 37 x 38

x 40 x 40 x 39 x 38 x 40 x 37 x 38 x 38 x 39 x 40 x 38 x 37 x 40 x 40 x 39 x 38 x 40 x 37

x 41 x 42 x 42 x 42 x 43 x 42 x 41 x 44 x 44 x 44 x 43 x 44 x 41 x 42 x 42 x 42 x 43 x 42

x 42 x 41 x 44 x 43 x 44 x 42 x 44 x 41 x 42 x 43 x 42 x 44 x 42 x 41 x 44 x 43 x 44 x 42

x 44 x 44 x 41 x 42 x 44 x 43 x 42 x 42 x 41 x 44 x 42 x 43 x 44 x 44 x 41 x 42 x 44 x 43

x 44 x 43 x 42 x 41 x 42 x 44 x 42 x 43 x 44 x 41 x 44 x 42 x 44 x 43 x 42 x 41 x 42 x 44

x 43 x 44 x 44 x 44 x 41 x 44 x 43 x 42 x 42 x 42 x 41 x 42 x 43 x 44 x 44 x 44 x 41 x 44

x 42 x 42 x 43 x 44 x 42 x 41 x 44 x 44 x 43 x 42 x 44 x 41 x 42 x 42 x 43 x 44 x 42 x 41

x 56 x 56 x 58 x 55 x 60 x 57 x 56 x 54 x 59 x 60 x 60 x 58 x 54 x 56 x 57 x 55 x 55 x 58

x 55 x 54 x 59 x 60 x 54 x 58 x 55 x 56 x 58 x 55 x 54 x 57 x 60 x 54 x 58 x 60 x 56 x 59

x 60 x 60 x 58 x 54 x 56 x 59 x 60 x 55 x 57 x 56 x 56 x 58 x 55 x 60 x 59 x 54 x 54 x 58

x 54 x 55 x 57 x 56 x 55 x 58 x 54 x 60 x 58 x 54 x 55 x 59 x 56 x 55 x 58 x 56 x 60 x 57

x 57 x 56 x 60 x 60 x 58 x 56 x 58 x 56 x 60 x 60 x 59 x 56 x 58 x 54 x 55 x 55 x 57 x 54

x 58 x 55 x 55 x 54 x 57 x 54 x 59 x 55 x 55 x 54 x 58 x 54 x 57 x 60 x 60 x 56 x 58 x 56

x 59 x 60 x 56 x 56 x 58 x 60 x 58 x 60 x 56 x 56 x 57 x 60 x 58 x 55 x 54 x 54 x 59 x 55

x 58 x 54 x 54 x 55 x 59 x 55 x 57 x 54 x 54 x 55 x 58 x 55 x 59 x 56 x 56 x 60 x 58 x 60

x 56 x 57 x 55 x 58 x 55 x 56 x 54 x 58 x 60 x 59 x 60 x 54 x 56 x 58 x 55 x 57 x 55 x 56

x 55 x 58 x 60 x 59 x 56 x 54 x 60 x 57 x 55 x 58 x 54 x 56 x 55 x 59 x 60 x 58 x 56 x 54

x 60 x 59 x 54 x 58 x 54 x 60 x 55 x 58 x 56 x 57 x 56 x 55 x 60 x 58 x 54 x 59 x 54 x 60

x 54 x 58 x 56 x 57 x 60 x 55 x 56 x 59 x 54 x 58 x 55 x 60 x 54 x 57 x 56 x 58 x 60 x 55

x 61 x 61 x 65 x 67 x 62 x 66 x 61 x 63 x 64 x 62 x 62 x 65 x 63 x 61 x 66 x 67 x 67 x 65

x 67 x 63 x 64 x 62 x 63 x 65 x 67 x 61 x 65 x 67 x 63 x 66 x 62 x 63 x 65 x 62 x 61 x 64

x 62 x 62 x 65 x 63 x 61 x 64 x 62 x 67 x 66 x 61 x 61 x 65 x 67 x 62 x 64 x 63 x 63 x 65

x 63 x 67 x 66 x 61 x 67 x 65 x 63 x 62 x 65 x 63 x 67 x 64 x 61 x 67 x 65 x 61 x 62 x 66

x 66 x 61 x 62 x 62 x 65 x 61 x 65 x 61 x 62 x 62 x 64 x 61 x 65 x 63 x 67 x 67 x 66 x 63

x 65 x 67 x 67 x 63 x 66 x 63 x 64 x 67 x 67 x 63 x 65 x 63 x 66 x 62 x 62 x 61 x 65 x 61

x 64 x 62 x 61 x 61 x 65 x 62 x 65 x 62 x 61 x 61 x 66 x 62 x 65 x 67 x 63 x 63 x 64 x 67

x 65 x 63 x 63 x 67 x 64 x 67 x 66 x 63 x 63 x 67 x 65 x 67 x 64 x 61 x 61 x 62 x 65 x 62

x 61 x 66 x 67 x 65 x 67 x 61 x 63 x 65 x 62 x 64 x 62 x 63 x 61 x 65 x 67 x 66 x 67 x 61

x 67 x 65 x 62 x 64 x 61 x 63 x 62 x 66 x 67 x 65 x 63 x 61 x 67 x 64 x 62 x 65 x 61 x 63

x 62 x 64 x 63 x 65 x 63 x 62 x 67 x 65 x 61 x 66 x 61 x 67 x 62 x 65 x 63 x 64 x 63 x 62

x 63 x 65 x 61 x 66 x 62 x 67 x 61 x 64 x 63 x 65 x 67 x 62 x 63 x 66 x 61 x 65 x 62 x 67

x 28 x 29 x 27 x 26 x 28 x 27 x 28 x 26 x 27 x 29 x 28 x 27 x 25 x 29 x 27 x 26 x 25 x 27

x 29 x 28 x 27 x 25 x 29 x 27 x 29 x 25 x 27 x 28 x 29 x 27 x 26 x 28 x 27 x 25 x 26 x 27

x 27 x 28 x 29 x 28 x 27 x 29 x 27 x 28 x 29 x 28 x 27 x 29 x 27 x 25 x 26 x 25 x 27 x 26

x 27 x 29 x 28 x 29 x 27 x 28 x 27 x 29 x 28 x 29 x 27 x 28 x 27 x 26 x 25 x 26 x 27 x 25

x 29 x 27 x 25 x 27 x 26 x 28 x 26 x 27 x 28 x 27 x 29 x 25 x 29 x 27 x 25 x 27 x 26 x 28

x 28 x 27 x 26 x 27 x 25 x 29 x 25 x 27 x 29 x 27 x 28 x 26 x 28 x 27 x 26 x 27 x 25 x 29

x 25 x 26 x 27 x 29 x 25 x 27 x 25 x 29 x 27 x 26 x 25 x 27 x 28 x 26 x 27 x 29 x 28 x 27

x 26 x 25 x 27 x 28 x 26 x 27 x 26 x 28 x 27 x 25 x 26 x 27 x 29 x 25 x 27 x 28 x 29 x 27

x 27 x 25 x 26 x 25 x 27 x 26 x 27 x 25 x 26 x 25 x 27 x 26 x 27 x 28 x 29 x 28 x 27 x 29

x 27 x 26 x 25 x 26 x 27 x 25 x 27 x 26 x 25 x 26 x 27 x 25 x 27 x 29 x 28 x 29 x 27 x 28

x 26 x 27 x 28 x 27 x 29 x 25 x 29 x 27 x 25 x 27 x 26 x 28 x 26 x 27 x 28 x 27 x 29 x 25

x 25 x 27 x 29 x 27 x 28 x 26 x 28 x 27 x 26 x 27 x 25 x 29 x 25 x 27 x 29 x 27 x 28 x 26

x 92 x 93 x 91 x 91 x 90 x 93 x 94 x 97 x 98 x 98 x 95 x 97 x 94 x 98 x 97 x 97 x 96 x 98

x 93 x 92 x 93 x 90 x 93 x 93 x 98 x 94 x 98 x 95 x 98 x 98 x 97 x 94 x 97 x 96 x 97 x 97

x 91 x 93 x 92 x 94 x 94 x 90 x 98 x 98 x 94 x 98 x 97 x 95 x 97 x 97 x 94 x 97 x 98 x 96

x 91 x 90 x 93 x 92 x 91 x 93 x 97 x 95 x 98 x 94 x 97 x 98 x 98 x 96 x 97 x 94 x 98 x 97

x 90 x 93 x 93 x 91 x 92 x 91 x 95 x 97 x 97 x 98 x 94 x 98 x 96 x 98 x 98 x 97 x 94 x 97

x 93 x 93 x 90 x 93 x 91 x 92 x 97 x 98 x 95 x 98 x 98 x 94 x 98 x 97 x 96 x 97 x 97 x 94

x 89 x 91 x 93 x 93 x 90 x 91 x 94 x 98 x 97 x 97 x 96 x 98 x 94 x 97 x 98 x 98 x 95 x 97

x 91 x 89 x 91 x 90 x 91 x 91 x 97 x 94 x 97 x 96 x 97 x 97 x 98 x 94 x 98 x 95 x 98 x 98

x 93 x 91 x 89 x 91 x 91 x 90 x 97 x 97 x 94 x 97 x 98 x 96 x 98 x 98 x 94 x 98 x 97 x 95

x 93 x 90 x 91 x 89 x 93 x 91 x 98 x 96 x 97 x 94 x 98 x 97 x 97 x 95 x 98 x 94 x 97 x 98

x 90 x 91 x 91 x 93 x 89 x 93 x 96 x 98 x 98 x 97 x 94 x 97 x 95 x 97 x 97 x 98 x 94 x 98

x 91 x 91 x 90 x 91 x 93 x 89 x 98 x 97 x 96 x 97 x 97 x 94 x 97 x 98 x 95 x 98 x 98 x 94

x 94 x 97 x 97 x 98 x 96 x 98 x 89 x 93 x 93 x 91 x 90 x 91 x 92 x 91 x 91 x 93 x 90 x 93

x 98 x 94 x 97 x 96 x 98 x 97 x 93 x 89 x 91 x 90 x 93 x 91 x 91 x 92 x 93 x 90 x 91 x 93

x 97 x 97 x 94 x 97 x 98 x 96 x 93 x 91 x 89 x 91 x 91 x 90 x 91 x 93 x 92 x 93 x 93 x 90

x 97 x 96 x 97 x 94 x 97 x 97 x 91 x 90 x 91 x 89 x 91 x 91 x 93 x 90 x 93 x 92 x 93 x 93

x 96 x 97 x 98 x 98 x 94 x 97 x 90 x 93 x 91 x 91 x 89 x 93 x 90 x 91 x 93 x 93 x 92 x 91

x 98 x 97 x 96 x 97 x 97 x 94 x 91 x 91 x 90 x 91 x 93 x 89 x 93 x 93 x 90 x 93 x 91 x 92

x 94 x 98 x 98 x 97 x 95 x 97 x 92 x 91 x 91 x 93 x 90 x 93 x 89 x 93 x 93 x 91 x 90 x 91

x 97 x 94 x 98 x 95 x 97 x 98 x 91 x 92 x 93 x 90 x 91 x 93 x 93 x 89 x 91 x 90 x 93 x 91

x 98 x 98 x 94 x 98 x 97 x 95 x 91 x 93 x 92 x 93 x 93 x 90 x 93 x 91 x 89 x 91 x 91 x 90

x 98 x 95 x 98 x 94 x 98 x 98 x 93 x 90 x 93 x 92 x 93 x 93 x 91 x 90 x 91 x 89 x 91 x 91

x 95 x 98 x 97 x 97 x 94 x 98 x 90 x 91 x 93 x 93 x 92 x 91 x 90 x 93 x 91 x 91 x 89 x 93

x 97 x 98 x 95 x 98 x 98 x 94 x 93 x 93 x 90 x 93 x 91 x 92 x 91 x 91 x 90 x 91 x 93 x 89  
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d)  Matriz B (72x30): 
 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0

0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0

0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0

0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0

0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0

0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

1

2

0
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e)  Matriz G-1 (30x30) 
 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4  
 
 
f)  Matrix UB (10x30): 
 

1

6

0 0 0
1

6

0 0 0
1

6

0
1

6

0
1

6

0 0 0 0
1

6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2 3

0 0 0
1

2 3

0 0 0
1

3

0
1

2 3

0
1

2 3

0 0 0 0
1

3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0

1

2
0 0 0

1

2
0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
1

2
0

1

2
0 0 0

1

2
0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0
1

2

0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0

1

15

0 0

3

5

2
0 0

3

5

2
0 0

3

5

2
0 0

1

15

0 0

3

5

2
0 0

1

15

0 0
1

15

0 0
1

15

0 0
1

15

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2

0 0
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0

1

2 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1

2 3

0 0 0 0 0
1

2 3

0 0
1

2 3

0 0
1

3

0 0
1

3

0 0

0 0 0
1

2
0 0

1

2
0 0

1

2
0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
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Anexo II.14.-  Cálculos necesarios para obtener symF  y symG  

 

Matriz Gsym: 

'1

mpmp

mp

UBGUBGsym

BMpUUB

 

 

 

Matriz Fsym: 

'' UMpFMpUFsym  

 

Además es necesario para simetrizar anular los siguientes valores de 

constantes de fuerzas: 

09493888786858483

767574737472712221

xxxxxxxx

xxxxxxxxx
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Anexo II.15.-  Matrices para distintas elpasolitas del tipo . symG 62 NaLnClCs
 
a) Matriz G simétrica ( )symG , expresión general.  
 
i

k

µ1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 µ1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 µ1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 µ1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 µ4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
4
H2µ1+ µ2+ µ3L −2µ1+µ2+µ3

2" 15

−µ2+µ3

2" 2

−2µ1+µ2+µ3

4" 3
0

0 0 0 0 0 −2µ1+µ2+µ3

2" 15

1
15

H11µ1+ µ2+ µ3 +2µ4L −µ2+µ3
" 30

2µ1+µ2+µ3−4µ4

6" 5
0

0 0 0 0 0 −µ2+µ3

2" 2

−µ2+µ3
" 30

1
2
Hµ2+ µ3L −µ2+µ3

2" 6
0

0 0 0 0 0 −2µ1+µ2+µ3

4" 3

2µ1+µ2+µ3−4µ4

6" 5

−µ2+µ3

2" 6

1
12

H2µ1+ µ2+ µ3 +8µ4L 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 µ1

y

{  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



b) : 62 NaDyClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0265164 −0.000872687 0.0132035 −0.000975694 0
0 0 0 0 0 −0.000872687 0.0249981 0.00681827 0.00566239 0
0 0 0 0 0 0.0132035 0.00681827 0.0248265 0.00762306 0
0 0 0 0 0 −0.000975694 0.00566239 0.00762306 0.0138549 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
c) : 62 NaHoClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0264937 −0.000884392 0.0132356 −0.000988781 0
0 0 0 0 0 −0.000884392 0.024992 0.00683483 0.00565563 0
0 0 0 0 0 0.0132356 0.00683483 0.0247811 0.00764157 0
0 0 0 0 0 −0.000988781 0.00565563 0.00764157 0.0138474 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
 
 
 
 
 
 
 



d) : 62 Pr ClNaCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0267522 −0.000750942 0.0128701 −0.000839579 0
0 0 0 0 0 −0.000750942 0.0250609 0.0066461 0.00573268 0
0 0 0 0 0 0.0128701 0.0066461 0.025298 0.00743056 0
0 0 0 0 0 −0.000839579 0.00573268 0.00743056 0.0139335 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
e) : 62 NaEuClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0266231 −0.000817583 0.0130526 −0.000914086 0
0 0 0 0 0 −0.000817583 0.0250265 0.00674034 0.0056942 0
0 0 0 0 0 0.0130526 0.00674034 0.0250399 0.00753593 0
0 0 0 0 0 −0.000914086 0.0056942 0.00753593 0.0138905 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
 
 
 
 
 
 
 



f) : 62 NaTbClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.026551 −0.000854811 0.0131546 −0.000955707 0
0 0 0 0 0 −0.000854811 0.0250073 0.00679299 0.00567271 0
0 0 0 0 0 0.0131546 0.00679299 0.0248957 0.0075948 0
0 0 0 0 0 −0.000955707 0.00567271 0.0075948 0.0138665 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
g) : 62 NaErClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0264726 −0.000895296 0.0132654 −0.00100097 0
0 0 0 0 0 −0.000895296 0.0249864 0.00685025 0.00564934 0
0 0 0 0 0 0.0132654 0.00685025 0.0247389 0.00765881 0
0 0 0 0 0 −0.00100097 0.00564934 0.00765881 0.0138403 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 
 
 
 
 
 
 
 



h) : 62 NaTmClCs
 
i

k

0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0.0282064 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.00752417 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0264578 −0.000902945 0.0132864 −0.00100952 0
0 0 0 0 0 −0.000902945 0.0249825 0.00686106 0.00564492 0
0 0 0 0 0 0.0132864 0.00686106 0.0247093 0.0076709 0
0 0 0 0 0 −0.00100952 0.00564492 0.0076709 0.0138354 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0282064

y

{  
 



Anexo II.16.-  Anexo de Matriz “F” simetrizada ( ), enumerando sus 
elementos. 

symF

 
F11: 
 
1
4
Hx@1D +4 x@2D + x@3D + x@4D+ 4 x@5D + x@6D − 2 x@7D− 8 x@8D − 2 x@9DL

 
 
 
F22:  
 
1
4
Hx@1D −2 x@2D + x@3D + x@4D− 2 x@5D + x@6D − 2 x@7D+ 4 x@8D − 2 x@9DL

 
 
 
F33: 
 

1
16

I4è2 x@25D −4è2 x@26D − 4è2 x@28D + 4è2 x@29D+ x@30D − x@33D −

x@35D+ x@36D + 2 x@89D −4 x@91D − 2 x@92D − 2 x@95D+ 2 x@96D − 4 x@97D + 4 x@98DM  
 
 
F44: 
 

1
36

Hx@10D −2 x@11D + x@12D + x@15D− 2 x@16D + x@17D + 4 x@20D− 2 x@23D −

2 x 24 + x 30 − x 33 +x 35 − x 36 + 4 x 77 − 4 x 78 − 4 x 80 + 4 x 81@ D @ D @ D @ D @ D @ D @ D @ D @ DL  
 
 
F55: 
 
1
8
I−4è2 x@25D − 4è2 x@26D + 4è2 x@28D +4è2 x@29D + x@30D − x@33D+

x@35D− x@36D + 2 x@89D +4 x@91D − 2 x@92D − 2 x@95D+ 2 x@96D + 4 x@97D − 4 x@98DM  
 
 
F66: 
 
1
8
Hx@1D −x@3D + x@4D − x@6D− 2 x@7D + 2 x@9DL
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F77: 
 

1
30

Ix@1D −x@3D + x@4D − x@6D− 2 x@7D + 2 x@9D + x@10D− x@12D + 2 x@13D −2 x@14D + x@15D − x@17D+ 2 x@18D −

2 x@19D+ 2 x@23D − 2 x@24D +4è2 x@38D − 4è2 x@40D + 4è2 x@42D− 4è2 x@44D − 4 x@45D + 4 x@46D−
4 x@48D+ 4 x@49D + 4 x@51D −4 x@53D + 2è2 x@54D − 2è2 x@55D− 2è2 x@56D − 2è2 x@57D +
2è2 x@59D+ 2è2 x@60D + 2è2 x@61D −2è2 x@62D − 2è2 x@63D − 2è2 x@64D+ 2è2 x@66D +
2è2 x@67D+ 4 x@68D − 4 x@70D +x@89D + 2 x@91D − x@92D+ x@95D − x@96D − 2 x@97D+ 2 x@98DM  

 
 
F88: 
 
1
4
Hx@1D −x@3D + x@4D − x@6D+ 2 x@7D − 2 x@9DL

 
 
 
F99: 
 

1
24

Ix@1D −x@3D + x@4D − x@6D− 2 x@7D + 2 x@9D + x@10D− x@12D + 2 x@13D −2 x@14D + x@15D − x@17D+ 2 x@18D −

2 x@19D+ 2 x@23D − 2 x@24D −8è2 x@38D + 8è2 x@40D − 8è2 x@42D+ 8è2 x@44D − 4 x@45D + 4 x@46D−
4 x@48D+ 4 x@49D + 4 x@51D −4 x@53D − 4è2 x@54D + 4è2 x@55D+ 4è2 x@56D + 4è2 x@57D −
4è2 x@59D− 4è2 x@60D − 4è2 x@61D +4è2 x@62D + 4è2 x@63D + 4è2 x@64D− 4è2 x@66D −
4è2 x@67D+ 4 x@68D − 4 x@70D +4 x@89D + 8 x@91D − 4 x@92D+ 4 x@95D − 4 x@96D − 8 x@97D+ 8 x@98DM  

 
 
F10,10: 
 

1
18

Ix@10D −x@12D − 2 x@13D + 2 x@14D+ x@15D − x@17D − 2 x@18D+

2 x@19D+ 2 x@23D − 2 x@24D +2è2 x@54D − 2è2 x@55D − 2è2 x@56D+ 2è2 x@57D −
2è2 x@59D+ 2è2 x@60D + 2è2 x@61D −2è2 x@62D − 2è2 x@63D + 2è2 x@64D−
2è2 x@66D+ 2è2 x@67D + x@89D −2 x@91D − x@92D + x@95D− x@96D + 2 x@97D − 2 x@98DM  

 
 
F4,5: 
 

1
24

I4 x@25D +4 x@26D − 4 x@28D − 4 x@29D−è2 x@30D +
è2 x@33D−è2 x@35D +è2 x@36D +4 x@54D + 4 x@55D − 4 x@56D− 4 x@60D + 4 x@61D +
4 x@62D− 4 x@63D − 4 x@67D −2è2 x@77D + 2è2 x@78D + 2è2 x@80D− 2è2 x@81DM  
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F6,7: 
 

1

4è15
I−x@1D + x@3D − x@4D +x@6D + 2 x@7D − 2 x@9D− 2è2 x@38D + 2è2 x@40D −2è2 x@42D +

2è2 x@44D+ 2 x@45D − 2 x@46D +2 x@48D − 2 x@49D − 2 x@51D+ 2 x@53D − 2 x@68D + 2 x@70DM  
 
F6,8: 
 
−x@1D +x@3D + x@4D − x@6D

4è2  
 
 
F6,9: 
 

1

8è3
I−x@1D + x@3D − x@4D +x@6D + 2 x@7D − 2 x@9D+ 4è 2 x@38D − 4è 2 x@40D +4è2 x@42D −

4è2 x@44D+ 2 x@45D − 2 x@46D +2 x@48D − 2 x@49D − 2 x@51D+ 2 x@53D − 2 x@68D + 2 x@70DM  
 
 
F7,8: 
 

1

4è15
Iè2 x@1D −è2 x@3D − è2 x@4D +è2 x@6D+ 4 x@38D − 4 x@40D − 4 x@42D+ 4 x@44D + 2è2 x@45D −

2è2 x@46D− 2è2 x@48D + 2è2 x@49D +2è2 x@51D − 2è2 x@53D − 2è2 x@68D+ 2è2 x@70DM  
 
 
F7,9: 
 

1

12è5

Ix@1D− x@3D + x@4D −x@6D − 2 x@7D + 2 x@9D+ x@10D − x@12D + 2 x@13D− 2 x@14D + x@15D −x@17D + 2 x@18D −
2 x@19D+ 2 x@23D − 2 x@24D −2è2 x@38D + 2è2 x@40D − 2è2 x@42D+ 2è2 x@44D − 4 x@45D + 4 x@46D−
4 x@48D+ 4 x@49D + 4 x@51D −4 x@53D −è2 x@54D +è2 x@55D+è2 x@56D +è2 x@57D −è2 x@59D−
è2 x@60D−è2 x@61D +è2 x@62D +è2 x@63D +è2 x@64D −è2 x@66D−è2 x@67D +
4 x@68D− 4 x@70D − 2 x@89D −4 x@91D + 2 x@92D − 2 x@95D+ 2 x@96D + 4 x@97D − 4 x@98DM  

 
 
F8,9: 
 

1

8è3
Iè2 x@1D −è2 x@3D −è2 x@4D +è2 x@6D− 8 x@38D + 8 x@40D + 8 x@42D− 8 x@44D + 2è2 x@45D −

2è2 x@46D− 2è2 x@48D + 2è2 x@49D +2è2 x@51D − 2è2 x@53D − 2è2 x@68D+ 2è2 x@70DM  
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Anexo II.17.- Datos experimentales necesarios para la obtención de las 
matrices de Energía Potencial. 
 
a) Tabla de datos de número de onda (cm-1) en elpasolitas . 62 NaLnClCs
 
Ln 

1ν  2ν  3ν  4ν  5ν  6ν  7ν  8ν  9ν  10ν  

Pr 282 220 21 114 46 255 105 173 59 77 

Eu 290 228 21 118 47 260 105 176 58 79 

Tb 292 233 (20) 123 45 268 111 182 56 82 

Dy 295 235 (21) 124 45 266 111 181 (61) 80 

Ho 297 239 (21) 127 47 267 114 176 61 83 

Er 297 236 21 126 47 268 116 182 62 86 

Tm 297 237 (20) 127 47 268 118 182 63 88 
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b) Tabla de datos de valores propios de HGF =  en elpasolitas . 62 NaLnClCs
 
Ln 

1λ  2λ  3λ  4λ  5λ  

Pr 0.04683 0.02850 0.00026 0.00765 0.00125 

Eu 0.04952 0.03061 0.00026 0.00820 0.00130 

Tb 0.05021 0.03197 0.00024 0.00891 0.00119 

Dy 0.05124 0.03252 0.00026 0.00905 0.01192 

Ho 0.05194 0.03364 0.00026 0.00950 0.00130 

Er 0.05194 0.03280 0.00026 0.00935 0.00130 

Tm 0.05194 0.03308 0.00024 0.00950 0.00130 

 
 
 
continuación. 
 
Ln 

6λ  7λ  8λ  9λ  10λ  

Pr 0.03829 0.00649 0.01762 0.00205 0.00349 

Eu 0.03981 0.00649 0.01824 0.00198 0.00368 

Tb 0.04229 0.00726 0.01951 0.00185 0.00396 

Dy 0.04167 0.00726 0.01929 0.00219 0.00377 

Ho 0.04198 0.00765 0.01824 0.00219 0.00406 

Er 0.04229 0.00792 0.01951 0.00226 0.00436 

Tm 0.04229 0.00820 0.01951 0.00234 0.00456 

 
 

2

16.1303
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ν

=λ  
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Anexo II.18.-  Matrices de Energía potencial. 
 
a) Praseodimio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12378.0000000000
025018.008723.001916.010277.000000
008723.065105.002974.017145.000000
001916.002974.064832.000123.000000
010277.017145.000123.082616.000000
0000016682.001668.0000
0000001668.027098.0000
000000000921.000
0000000001042.10
00000000066018.1

1PrF

          
          
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12378.0000000000
029238.002645.016229.020179.000000
002645.072925.011569.004530.000000
016229.011569.071331.005867.000000
020179.004530.005867.072988.000000
0000016682.001668.0000
0000001668.027098.0000
000000000921.000
0000000001042.10
00000000066018.1

2PrF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12378.0000000000
028737.013689.007030.003503.000000
013689.070318.013026.010523.000000
007030.013026.055379.001905.000000
003503.010523.001905.080707.000000
0000016682.001668.0000
0000001668.027098.0000
000000000921.000
0000000001042.10
00000000066018.1

3PrF
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b) Europio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13029.0000000000
045397.001781.029247.008038.000000
001781.061295.000894.008854.000000
029247.000894.051165.016363.000000
008038.008854.016363.099326.000000
0000017412.001741.0000
0000001741.029035.0000
000000000921.000
0000000008524.10
00000000075571.1

1EuF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13029.0000000000
025443.010986.007726.003638.000000
010986.074961.025098.001203.000000
007726.025098.069919.004662.000000
003638.001203.004662.077474.000000
0000017412.001741.0000
0000001741.029035.0000
000000000921.000
0000000008524.10
00000000075571.1

2EuF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13029.0000000000
034855.018191.008218.022864.000000
018191.064869.009723.007653.000000
008218.009723.063957.000609.000000
022864.007653.000609.085904.000000
0000017412.001741.0000
0000001741.029035.0000
000000000921.000
0000000008524.10
00000000075571.1

3EuF
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c) Terbio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14037.0000000000
033202.018290.014158.001257.000000
018290.073206.011182.008231.000000
014158.011182.057456.008584.000000
001257.008231.008584.097188.000000
0000015941.001594.0000
0000001594.031559.0000
000000000835.000
0000000013336.10
00000000078001.1

1TbF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14037.0000000000
022888.002589.010161.002163.000000
002589.064421.005777.001597.000000
010161.005777.059309.009153.000000
002163.001597.009153.029198.100000
0000015941.001594.0000
0000001594.031559.0000
000000000835.000
0000000013336.10
00000000078001.1

2TbF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14037.0000000000
032330.019793.014566.007848.000000
019793.073597.015442.000826.000000
014566.015442.060898.009371.000000
007848.000826.009371.098684.000000
0000015941.001594.0000
0000001594.031559.0000
000000000835.000
0000000013336.10
00000000078001.1

3TbF
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d) Disprosio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
031871.008529.014829.003355.000000
008529.075359.009297.006033.000000
014829.009297.059150.010096.000000
003355.006033.010096.001418.100000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

1DyF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
028701.004617.013923.010144.000000
004617.080236.011286.000968.000000
013923.011286.059889.008542.000000
010144.000968.008542.004865.100000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

2DyF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
033271.006912.007496.030624.000000
006912.076882.002093.005816.000000
007496.002093.071926.001872.000000
030624.005816.001872.096664.000000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

3DyF
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e) Holmio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14382.0000000000
031645.008372.014039.004257.000000
008372.077447.007355.005657.000000
014039.007355.058767.012868.000000
004257.005657.012868.000939.100000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000921.000
0000000019248.10
00000000084149.1

1HoF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14382.0000000000
028678.004250.013583.011014.000000
004250.082535.009167.000532.000000
013583.009167.059362.011474.000000
011014.000532.011474.004340.100000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000921.000
0000000019248.10
00000000084149.1

2HoF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

14382.0000000000
024523.002248.001543.008088.000000
002248.073868.000333.010509.000000
001543.000333.063334.000212.000000
008088.010509.000212.010785.100000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000921.000
0000000019248.10
00000000084149.1

3HoF
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f) Erbio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

15440.0000000000
037222.020015.003090.009697.000000
020015.079446.015105.001829.000000
003090.015105.060256.003184.000000
009697.001829.003184.099747.000000
0000017394.001739.0000
0000001739.033115.0000
000000000921.000
0000000016274.10
00000000084149.1

1ErF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

15440.0000000000
050760.024562.017958.008092.000000
024562.067119.007958.004674.000000
017958.007958.060517.011407.000000
008092.004674.011407.096247.000000
0000017394.001739.0000
0000001739.033115.0000
000000000921.000
0000000016274.10
00000000084149.1

2ErF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

15440.0000000000
029311.008289.004243.003891.000000
008289.073276.004080.004979.000000
004243.004080.058026.001322.000000
003891.004979.001322.020030.100000
0000017394.001739.0000
0000001739.033115.0000
000000000921.000
0000000016274.10
00000000084149.1

3ErF
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g) Tulio: 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
047293.024897.005955.009336.000000
024897.073004.006595.011216.000000
005955.006595.061818.000902.000000
009336.011216.000902.091227.000000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

1TmF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
057704.029295.009288.000827.000000
029295.069539.019720.002679.000000
009288.019720.062648.006901.000000
000827.002679.006901.085790.000000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

2TmF

 
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
051764.028395.000477.006938.000000
028395.076138.014332.001328.000000
000477.014332.052001.003016.000000
006938.001328.003016.001420.100000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

3TmF
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Anexo II.19.-  Cálculo de valores de L. 

 

a) Caso : gT2

 

Se tiene la ecuación Λ= LGFL , la cual puede rescribirse considerando 

, rescribiendo la ecuación de la forma HGF = Λ= LHL . 

Ya que el bloque  es una matriz de 2 x 2, la relación anterior permite 

establecer dos ecuaciones:  

gT2

       

( )
( ) 0

0

222121

212111

=λ−+
=+λ−

kkk

kkk

LHLH
LHLH

 

 

Se define a partir de la expresión anterior: 

 

k

k
k

kk

kk

B
H

H
B

a

L
L

p

L
Lp

HB
HB

2

21

12

1
,21

12

22
2

11

21
1

222

111

−=−=

=

=

λ−=
λ−=
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luego es posible establecer: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

k

k
k B

H
H
B

a
2

21

12

1
,21 2

1
 

 

entonces  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

122111

1211

2221

1211

LpLp
LL

LL
LL

L

 

y además  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
++

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 2

12
2
2

2
11

2
1

2
122

2
111

2
122

2
111

2
12

2
11

2221

1211 '
LpLpLpLp
LpLpLL

LL
GG
GG

G

 

Se sabe además que G es simétrica y por lo tanto 2112 GG =  

 

De este modo ya que la matriz G es conocida es posible determinar la 

matriz L usando las ecuaciones: 

 

22
2
12

2
2

2
11

2
1

11
2
12

2
11

GLpLp

GLL

=+

=+
 

 

Además se conoce  y  ya que 1p 2p kk pa =,21  
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Lo cual genera cuatro soluciones para L11 y L12 con todas las combinaciones de 

signos posibles. 

 

 

 

b) Caso : uT1

Para el bloque de simetría , que consiste en una matriz de 4 x 4 se 

derivan las siguientes ecuaciones: 

uT1

 

( )
( )

( )
( ) 0

0
0

0

444343242141

434333232131

424323222121

414313212111

=λ−+++
=+λ−++
=++λ−+
=+++λ−

kkkkk

kkkkk

kkkkk

kkkkk

LHLHLHLH
LHLHLHLH
LHLHLHLH
LHLHLHLH

 

 

Se define a continuación: 

( )
( )
( )
( )kk

kk

kk

kk

HB
HB
HB
HB

λ−=
λ−=
λ−=
λ−=

443

333

222

111
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Además: 

 

k

k
k

k

k
k

k

k
k

L
L

r

L
L

q

L
L

p

1

4

1

3

1

2

=

=

=

 

 

Se tiene entonces: 

 

( )
( )
( )
( ) 04

03
02

01

4434241

3433231

2423221

1413121

=+++
=+++
=+++
=+++

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

rBqHpHH
rHqBpHH
rHqHpBH

rHqHpHB

 

 

Se buscan posibles soluciones para , combinando conjuntos de 

tres ecuaciones de las cuatro anteriores. 

kkk rqp ,,

 

De este modo se obtienen los siguientes resultados: 
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a) combinando (1), (2) y (3): 

 

pk→
B3k H14 H21− B1k B3k H24− H14 H23 H31+ H13 H24 H31−H13 H21 H34+ B1k H23 H34
−B2k B3k H14+B3k H12 H24+ H14 H23 H32− H13 H24 H32+B2k H13 H34− H12 H23 H34

,

qk→
B2k H14 H31− H12 H24 H31− H14 H21 H32+ B1k H24 H32−B1k B2k H34+ H12 H21 H34
−B2k B3k H14+B3k H12 H24+ H14 H23 H32− H13 H24 H32+B2k H13 H34− H12 H23 H34

,

rk→
B1k B2k B3k− B3k H12 H21− B2k H13 H31+ H12 H23 H31+H13 H21 H32− B1k H23 H32
−B2k B3k H14+B3k H12 H24+ H14 H23 H32− H13 H24 H32+B2k H13 H34− H12 H23 H34  

 

 

b) combinando (1), (2) y (4): 

 

pk→
B4k H13 H21− B1k B4k H23+ H14 H23 H41− H13 H24 H41−H14 H21 H43+ B1k H24 H43
−B2k B4k H13+B4k H12 H23− H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43− H12 H24 H43

,

qk→
B1k B2k B4k− B4k H12 H21− B2k H14 H41+ H12 H24 H41+H14 H21 H42− B1k H24 H42
−B2k B4k H13+B4k H12 H23− H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43− H12 H24 H43

,

rk→
B2k H13 H41− H12 H23 H41− H13 H21 H42+ B1k H23 H42−B1k B2k H43+ H12 H21 H43
−B2k B4k H13+B4k H12 H23− H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43− H12 H24 H43  

 

c) combinando (1), (3) y (4): 

 

pk→
B1k B3k B4k− B4k H13 H31− B3k H14 H41+ H13 H34 H41+H14 H31 H43− B1k H34 H43
−B3k B4k H12+B4k H13 H32+ B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43+ H12 H34 H43

,

qk→
B4k H12 H31− B1k B4k H32+ H14 H32 H41− H12 H34 H41−H14 H31 H42+ B1k H34 H42
−B3k B4k H12+B4k H13 H32+ B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43+ H12 H34 H43

,

rk→
B3k H12 H41− H13 H32 H41− B1k B3k H42+ H13 H31 H42−H12 H31 H43+ B1k H32 H43
−B3k B4k H12+B4k H13 H32+ B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43+ H12 H34 H43  
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d) combinando (2), (3) y (4): 

 

pk→
B3k B4k H21− B4k H23 H31− B3k H24 H41+ H23 H34 H41+H24 H31 H43− H21 H34 H43
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32+ B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43+ B2k H34 H43

,

qk→
B2k B4k H31− B4k H21 H32+ H24 H32 H41− B2k H34 H41−H24 H31 H42+ H21 H34 H42
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32+ B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43+ B2k H34 H43

,

rk→
B2k B3k H41− H23 H32 H41− B3k H21 H42+ H23 H31 H42−B2k H31 H43+ H21 H32 H43
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32+ B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43+ B2k H34 H43  

 

Por lo tanto,  es posible promediar las soluciones, obteniendo: 

 

(5) : kp
1
4
J B3k H14 H21− B1k B3k H24 −H14 H23 H31+ H13 H24 H31− H13 H21 H34 +B1k H23 H34
−B2k B3k H14+ B3k H12 H24+H14 H23 H32− H13 H24 H32 + B2k H13 H34− H12 H23 H34

+

B4k H13 H21− B1k B4k H23+ H14 H23 H41 − H13 H24 H41−H14 H21 H43 + B1k H24 H43
−B2k B4k H13+B4k H12 H23 − H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43 − H12 H24 H43

+

B1k B3k B4k− B4k H13 H31− B3k H14 H41 + H13 H34 H41+H14 H31 H43 − B1k H34 H43
−B3k B4k H12+B4k H13 H32 + B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43 + H12 H34 H43

+

B3k B4k H21− B4k H23 H31− B3k H24 H41 + H23 H34 H41+H24 H31 H43 − H21 H34 H43
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32 + B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43 + B2k H34 H43

N
 

 

(6) : kq
1
4
J B2k H14 H31− H12 H24 H31 −H14 H21 H32+ B1k H24 H32− B1k B2k H34 +H12 H21 H34
−B2k B3k H14+ B3k H12 H24+H14 H23 H32− H13 H24 H32 + B2k H13 H34− H12 H23 H34

+

B1k B2k B4k− B4k H12 H21− B2k H14 H41 + H12 H24 H41+H14 H21 H42 − B1k H24 H42
−B2k B4k H13+B4k H12 H23 − H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43 − H12 H24 H43

+

B2k B4k H31− B4k H21 H32+ H24 H32 H41 − B2k H34 H41−H24 H31 H42 + H21 H34 H42
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32 + B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43 + B2k H34 H43

+

B4k H12 H31− B1k B4k H32+ H14 H32 H41 − H12 H34 H41−H14 H31 H42 + B1k H34 H42
−B3k B4k H12+B4k H13 H32 + B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43 + H12 H34 H43

N
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(7)  :kr
1
4
J B1k B2k B3k− B3k H12 H21 −B2k H13 H31+ H12 H23 H31+ H13 H21 H32 −B1k H23 H32
−B2k B3k H14+ B3k H12 H24+H14 H23 H32− H13 H24 H32 + B2k H13 H34− H12 H23 H34

+

B2k H13 H41− H12 H23 H41− H13 H21 H42 + B1k H23 H42−B1k B2k H43 + H12 H21 H43
−B2k B4k H13+B4k H12 H23 − H14 H23 H42+ H13 H24 H42+B2k H14 H43 − H12 H24 H43

+

B2k B3k H41− H23 H32 H41− B3k H21 H42 + H23 H31 H42−B2k H31 H43 + H21 H32 H43
−B2k B3k B4k+B4k H23 H32 + B3k H24 H42− H23 H34 H42−H24 H32 H43 + B2k H34 H43

+

B3k H12 H41− H13 H32 H41− B1k B3k H42 + H13 H31 H42−H12 H31 H43 + B1k H32 H43
−B3k B4k H12+B4k H13 H32 + B3k H14 H42− H13 H34 H42−H14 H32 H43 + H12 H34 H43

N
 

 

De este modo se tiene: 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

144133122111

144133122111

144133122111

14131211

LrLrLrLr
LqLqLqLq
LpLpLpLp

LLLL

L  

 

y como se cumple 'LLG =  se construye el siguiente sistema de ecuaciones 

de modo que es posible calcular y de este modo determinar la 

matriz L: 

14131211 ,,, LLLL

 

( )iiii LLG '= . 

 

Esto genera 16 soluciones que se originan dado las posibles combinaciones 

de signos. 
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Anexo II.20.-  Consideraciones para el cálculo de PED para sistemas de 
dimensión dos o cuatro. 
 

La matriz “Mdiagonal” considera contribuciones diagonales cuyos 

elementos se calculan usando la siguiente expresión: 

 

[ ] iijiji FLMdiagonal ,
2

,, ⋅=  

 

La matriz “Mnodiagonal” considera contribuciones no diagonales cuyos 

elementos se calculan usando la siguiente expresión: 

[ ]
⎩
⎨
⎧

⋅⋅= ∑
≠ g

u
lli

ill
jlljiji Tapertenecesi

Tapertenecesi
llFLLMnodiag

2

1
,,,, 2,1

4,3,2,1
 

La matriz diagonal se suma a la matriz no diagonal y genera una matriz 

resultante (Md+nd). La suma de cada una de las columnas de está matriz genera 

como resultado los valores propios de la matriz H para el bloque de simetría 

utilizado. 

 

Finalmente es posible determinar  la Matriz de Distribución de Energía 

Potencial (P.E.D.) cuyos elementos se obtienen como porcentaje de acuerdo a 

la siguiente ecuación: 
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[ ]
[ ]

j

jindd
ji

M
DEP

λ
⋅= + ,

, 100...  

siendo  el valor propio “j” asociado al bloque. jλ

 

Tanto las filas como las columnas de la matriz P.E.D. suman 100%. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
430



Anexo II.21.-   Cálculos PED para simetría T2g. 
 
 

a) Praseodimio: 
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
086679.0003293.0

006376.0167826.0
L  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

= − 001253.0108089.1
000011.0007632.0

6Mdiagonal  

 
[ ]0012644.00076342.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

10219.910219.9
10219.910219.9

lMnodiagona  

 
[ ]00001843.000001843.0. −=diagnoSuma  

 
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⋅
=+

−

00124421.000001102.0
1079565.100764165.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00124601.000765268.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8559.991441.0
1441.08559.99

... DEP  
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b) Europio: 

 

 
 

 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
086683.0003191.0

006179.0167834.0
L  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

= − 001308.0107738.1
000011.0008178.0

6Mdiagonal  

[ ]0013194.00081804.0. =diagSuma

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

10327.910327.9
10327.910327.9

lMnodiagona  

[ ]00001865.000001865.0. −=diagnoSuma  
 

 
 

 

 

 

 

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⋅
=+

−

00129901.000001110.0
1076117.100818803.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

[ ]00130077.000819913.0=+ nodiagdiagSuma

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8646.991354.0
1354.08646.99

... DEP
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c) Terbio: 

− 086703.0002612.0
005057.0

 

 
 

 

 

 

 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

167871.0
L

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

0011983.0100873.1
100701.8008893.0

6

6

Mdiagonal

[ ]0012064.00088947.0. =diagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

10989.610989.6
10989.610989.6

lMnodiagona

[ ]000013978.0000013978.0. −=diagnoSuma  
 
 

 

 

 

 

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=+
−

−

00119134.01007646.8
1008103.100890062.0

6

6

lMnodiagonaMdiagonal

[ ]00119242.000890869.0=+ nodiagdiagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9093.990907.0
0907.09093.99

... DEP
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d) Disprosio: 

− 0867041.0002563.0
0049626.0

 

 

 

 

 

 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

167874.0
L

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00119824.01004713.1
1089942.700903938.0

6

6

Mdiagonal

[ ]00120614.000904042.0. =diagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

10858.610858.6
10858.610858.6

lMnodiagona

[ ]0000137166.00000137166.0. −=diagnoSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=+
−

−

00119138.01090542.7
1004114.100904624.0

6

6

lMnodiagonaMdiagonal  

 

 

 

 
 

[ ]00119242.000905414.0=+ nodiagdiagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9127.990873.0
0873.09127.99

... DEP

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
434



e) Holmio: 

− 0867005.00026825.0
00519391.0

 

 

 

 

8319.7108319.7
l  

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

167867.0
L

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130736.01025156.1
1007597.900948061.0

6

6

Mdiagonal

[ ]00131644.000948187.0. =diagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

108319.7108319.7
10

Mnodiagona

[ ]0000156638.00000156638.0. −=diagnoSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=+
−

−

00129953.01008347.9
1024406.100948844.0

6

6

lMnodiagonaMdiagonal  

 

 

 

 
 

[ ]00130077.000949753.0=+ nodiagdiagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9043.990957.0
0957.09043.99

... DEP
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f) Erbio: 
 

− 0866989.000273257.0
00529072.064

 

 

 

 

 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1678.0
L

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130746.0102988.1
1026951.900933131.0

6

6

Mdiagonal

[ ]00131673.000933261.0. =diagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

109786.7109786.7
109786.7109786.7

lMnodiagona

[ ]0000159573.00000159573.0. −=diagnoSuma  
 
 

 

 

 

. DEP  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=+
−

−

00129948.01027744.9
1029087.100933929.0

6

6

lMnodiagonaMdiagonal

[ ]00130077.000934857.0=+ nodiagdiagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9008.990992.0
0992.09008.99

..

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
436



g) Tulio: 
 

 

 

 

 

 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0867005.000268255.0

00519388.0167867.0
L  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130736.01025155.1
1007591.900948063.0

6

6

Mdiagonal

[ ]00131643.000948188.0. =diagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=
−−

−−

66

66

1083186.71083186.7
1083186.71083186.7

lMnodiagona

[ ]0000156637.00000156637.0. −=diagnoSuma  
 
 

 

 

 

. DEP  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=+
−

−

00129953.01008341.9
1024405.100948846.0

6

6

lMnodiagonaMdiagonal

[ ]00130077.000949754.0=+ nodiagdiagSuma  
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9044.990956.0
0956.09044.99

..
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Anexo II.22.-  Cálculos PED para simetría T1u. 

 
: 

−−
−−−
−−

=

0880867.00453618.00514831.00382889.0
0282453.00223126.00703336.0138042.0
00422731.0145074.00434167.00459526.0
0018878.00666885.00618643.0

L  

 
 

 

 

 

 
a) Praseodimio: 

a1) asociado a 1PrF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ 135919.0

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00194124.0000514799.0000663112.0000366778.0
000519407.0000324128.000322063.00124061.0
0000115856.00136448.000122209.000136902.0

1094425.200367422.000316186.00152625.0 6

Mdiagonal  

[ ]00247517.0018158.000826769.00294044.0. =diagSuma  
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

⋅−−
⋅−−

=
−

−

000207092.00000964405.00000542775.000102962.0
000222634.00000705381.0000520947.000386656.0

1059612.3000210557.000013038.0000230071.0
1093741.7000577865.000107001.000375929.0

6

6

lMnodiagona  

[ ]000425385.0000534287.000177561.000888555.0. −−−=diagnoSuma  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=+
−

00173415.0000418359.0000608835.00013964.0
000296773.000025359.000269969.00162727.0

1098944.70138554.000109171.000159909.0
0000108817.000309635.000209185.00190218.0

6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
 

 

 

[ ]00204979.00176237.000649208.003829.0=+ nodiagdiagSuma
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

6011.8437385.237811.964691.3
4782.1443891.15843.414986.42

389769.0618.78816.1617627.4
530867.05693.172216.326783.49

... DEP  

 
 
a2) asociado a : 2PrF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−
=

0978386.00336546.00146302.00549038.0
00552958.00215799.00751658.013839.0
0267121.0121757.0041338.00883957.0
0226266.0107848.00573216.0106411.0

L  

 
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00279878.0000331159.00000625815.0000881357.0
0000222979.0000339608.000412021.00139666.0
000508972.00105746.000121893.000557366.0
000373672.000848934.000239821.000826469.0

Mdiagonal  

 
[ ]00370372.00197347.000779993.00286863.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
⋅−−

−−−
−−−

= −

000885184.00000865821.0000238287.000216761.0
1044322.8000217741.0000525565.000228337.0

000371611.0000409342.0000318591.000275474.0
000405583.000139739.0000225399.000239796.0

6lMnodiagona  

 
[ ]00165393.000211105.000130784.000960368.0. −−−=diagnoSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=+

00191359.0000244577.0000175705.000304897.0
0000307411.0000121868.000359465.00162499.0
000137361.00101653.0000900337.00083284.0
0000319112.000709195.000217281.00106626.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00204979.00176237.000649209.003829.0=+ nodiagdiagSuma  

 

 
439



⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

3558.9338778.170645.296284.7
49972.1691499.03696.554392.42
70125.66797.578682.137509.21
55681.12411.404686.328471.27

... DEP  

 
 
 
 
a3) asociado a : 3PrF
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0833502.00548523.00426426.0046466.0
0323204.00163245.00615785.014211.0
0065252.0120203.00790523.00657282.0

00898331.0100013.00417316.0122178.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00199647.0000864645.000052256.0000620467.0
000734553.000018739.000266617.0014201.0

0000235795.000800167.00034608.00023925.0
0000651301.000807269.000140552.00120475.0

Mdiagonal  

 
[ ]00281973.00171264.000805506.00292614.0. =diagSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅−−−

=

−

00038077.0000393897.00000601008.000131754.0
000371851.0000206371.0000545009.000394764.0

0000118818.0000490081.0000808183.000158439.0
1043488.5000593056.0000269895.000217895.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]000769938.0000497294.000156299.000902853.0. −−=diagnoSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00161569.000125854.0000582661.000193801.0
000362703.0000393761.000212117.00181487.0

0000116978.000849175.000265262.000397689.0
0000596952.000747963.000113563.00142264.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00204979.00176237.000649207.003829.0=+ nodiagdiagSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8224.781412.797496.80614.5
6946.1723427.26732.32398.47

570681.01837.488593.403862.10
91226.24408.424926.171544.37

... DEP  

 
 
 
 
b) Europio: 
 
b1) asociado a : 1EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0779908.00753108.00211608.00410906.0
0145104.00195472.00841734.0131765.0
0608182.012036.00550256.00617525.0

00969139.0086023.00333893.0134218.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00276133.000257482.000020328.0000766508.0
000129058.0000234204.000434285.00106421.0
00189253.000741206.000154919.000195112.0

0000932897.000735007.000110733.00178929.0

Mdiagonal  

 
[ ]00487621.00175711.000720265.00312527.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−
−−⋅−

=

−

00134666.000215651.0000365621.000128189.0
0000247114.0000101621.0000258567.000173514.0

00147581.000097797.00000813584.00021711.0
0000481367.00023638.01002249.500336543.0 6

lMnodiagona

 
 

[ ]00289531.0000669053.0000710568.000855356.0. −−=diagnoSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=+

00141467.000473132.0000162341.00020484.0
000104347.0000132583.000408428.00123772.0
000416725.000839003.000146783.000412223.0
000045153.000498627.000110231.00212584.0

lMnodiagonaMdiagonal

 
 

[ ]00198089.00182402.000649208.00398062.0=+ nodiagdiagSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

4157.71939.2550059.214592.5
26766.5726872.09117.620938.31

0372.219975.456096.223557.10
27943.23367.279793.164046.53

... DEP  

 
 
 
b2) asociado a : 2EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=

0869717.00396212.00434152.00535882.0
0261372.00162003.00692525.0138919.0
00268594.0100302.00746158.00969085.0

00444644.0126788.00338241.00968713.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=
−

00192453.0000399413.0000479569.0000730645.0
000512101.0000196735.000359507.00144663.0

1004418.500703423.000389277.00065663.0
0000153174.00124542.0000886364.000727026.0

6

Mdiagonal  

 
[ ]00245699.00200846.000885378.00290335.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

⋅−−−
−

=
−

000253712.00000537285.00000266016.000140795.0
000233515.0000453624.0000994794.000435864.0

1084565.9000693617.000142954.000421766.0
0000121156.0000750886.00000360268.0000788459.0

7

lMnodiagona  
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[ ]000476096.00018444.00023617.00107727.0. −−−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⋅

=+
−

00167081.0000453141.0000506171.000213859.0
000278586.0000256889.000260028.0018825.0

1005962.400634062.000246323.0010784.0
000027433.00117033.0000922391.000805872.0

6

lMnodiagonaMdiagonal

 
 

[ ]00198089.00182402.000649207.00398062.0=+ nodiagdiagSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

3465.844843.279675.737251.5
0637.1440837.10531.402915.47

204939.07618.349422.370911.27
38488.11623.64208.142449.20

... DEP  

 
 
 
 
 
 
b3) asociado a : 3EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0852846.00412484.00435092.00549779.0
0376002.000712915.00635017.0139796.0
00815283.0129618.0060632.00669546.0
0136666.00949737.00554847.011974.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00253514.0000593027.0000659816.000105351.0
000917098.00000329694.000261581.00126772.0

0000425117.00107454.000235124.000286716.0
000160449.000774852.000264459.00123167.0

Mdiagonal  

 
[ ]0036552.00191199.000827145.00289145.0. =diagSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−−
−−−

=

000906965.0000402858.0000266166.000320577.0
000514192.00000915261.0000141436.000358929.0
0000266529.0000454173.0000570659.000126149.0
000226491.000102259.0000801113.000283515.0

lMnodiagona  

 
[ ]0016743.0000879745.000177937.00108917.0. −−−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=+

00162818.000019017.0000393649.000425928.0
000402905.0000124495.000247437.00162665.0
0000158588.00111996.000178058.000412865.0
0000660428.000672594.000184348.00151518.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]0019809.00182402.000649208.00398062.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1939.8204258.106353.67.10
3395.20682534.01137.388642.40

800587.04006.614269.273719.10
33399.38743.363958.280639.38

... DEP  

 
 
 
c) Terbio: 
 
c1) asociado a : 1TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0787083.00642358.00371849.00465033.0
0325161.00206319.00631039.0139394.0
0185175.011266.00865631.00669252.0

0101026.0101132.0027816.0124288.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00205685.000136998.0000459088.0000718007.0
00077401.0000311621.000291516.00142245.0

000197016.000729246.000430528.000257345.0
0000991925.000994023.0000751976.00150132.0

Mdiagonal  
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[ ]00312707.00189143.00084315.00325291.0. =diagSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−

=

000664444.000118532.0000039555.000169888.0
0004278.0000330554.0000326127.000365486.0

000155082.0000306391.0000859831.000219788.0
0000331045.000123153.00000492182.000221283.0

lMnodiagona  

 
[ ]00128043.0000590742.000117629.000976444.0. −−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00139241.000255531.0000419533.000241689.0
000346211.0000642175.000258903.00178793.0

0000419337.000759886.000344545.000477132.0
000066088.000870871.0000801194.0017226.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422936.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4022.751008.1378251.571455.5
7482.1829235.36851.352743.42

27081.29584.384893.472814.11
57883.36485.44043.117297.40

... DEP  

 
 
 
c2) asociado a : 2TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0897613.00655814.00322814.0021596.0
015126.00559619.00824039.0121428.0
0197724.01352.00696956.00384675.0

00398871.00592556.00208615.0150295.0

L  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00184414.0000984412.0000238518.0000106748.0
000147393.000201749.000437445.000949873.0
000231869.00108413.000288095.0000877635.0
0000205551.000453643.000056227.00291841.0

Mdiagonal  

 
[ ]00224396.00183796.000805619.00396672.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=

−

000207754.0000911927.0000174322.0000222548.0
0000188389.0000479156.0000290386.0000629306.0
000170289.0000604753.0000427328.0000883503.0

103574.4000870417.00000910574.0000891018.0 7

lMnodiagona

 
 

[ ]000397318.000112542.000080098.000262638.0. −−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00163639.000189634.00000641953.0000329296.0
000128554.000249665.000408406.0010128.0
0000615799.0011446.000245362.000176114.0
0000201194.000366602.0000653328.00300751.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422935.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

6143.887223.9884817.0778597.0
9615.68.122915.56947.23
3347.36825.588188.3316408.4
08951.17952.1800495.91103.71

... DEP  
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c3) asociado a : 3TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

081989.00556392.00355235.00527889.0
0330389.00111741.00659312.0139041.0
0149043.0105375.00870512.00781245.0

00103816.0112851.00236364.0115134.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00217328.00100084.0000407977.0000900927.0
00080337.00000918944.000319923.00142281.0
000135279.000676207.000461484.00037169.0

1006359.10125678.0000551327.00130813.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]003113.00204226.000877337.00319272.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−

⋅−

=

−

000707485.0000484246.00000527576.000253055.0
000460413.0000294462.0000435569.000326246.0
000103407.00000786038.000114388.000312105.0

1094715.40016767.0000114047.000145227.0 6

lMnodiagona

 
 

[ ]00126636.0000917569.000151816.00103663.0. −−−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=+

−

0014658.000148509.0000355219.000343147.0
000342957.0000386356.000276366.00174906.0
0000318718.000668347.000347096.000683795.0

1001074.60109501.0000665374.00145336.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422936.0=+ nodiagdiagSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3766.7961387.789606.411346.8
572.189808.1092.383552.41

72594.12653.348409.471678.16
325496.014.5617098.93635.34

... DEP  

 
 
 
 
d) Disprosio: 
 
d1) asociado a : 1DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0840585.00639552.0032139.00408154.0
021672.00248106.00705188.0136998.0

0254677.012006.00768035.00635314.0
00775959.0093357.00297543.0129828.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00225192.000130359.0000329195.000053093.0
000353946.0000463888.000374756.00141437.0
000383646.000852613.00034891.000238742.0
0000610648.000883907.0000897869.00170943.0

Mdiagonal  

 
[ ]00305058.00191327.000846373.00341564.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=

−

000450954.000107366.0000204824.000103927.0
000114208.0000272561.000043683.000235911.0
000286096.000028405.0000638895.000202646.0

1020861.800147165.0000072042.000208348.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]000859466.0000158621.000120851.000750832.0. −−=diagnoSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00180097.000237725.0000124371.00015702.0
000239738.0000736449.000331073.00165028.0

0000975496.000881018.000285021.000441388.0
0000528562.000736743.0000969911.00191778.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00192913.000725522.00416647.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1942.823229.1271422.176865.3
9414.1081752.36324.456087.39

45206.46692.45285.395938.10
4123.21904.383685.130288.46

... DEP  

 
 
 
d2) asociado a : 2DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0906158.00580387.00230852.00417404.0
0132279.00245776.00722833.0137195.0
0257385.0120752.00745031.00648369.0
00161305.00950834.00297542.0128793.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00235668.0000966781.0000152953.0000500041.0
000140396.0000484674.000419223.00151025.0
000396751.000873255.00033243.000251765.0

1072851.200948067.0000928379.00173946.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00289655.00196647.000859787.00355148.0. =diagSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−

=

000394899.0000481849.0000232084.000118652.0
0000167165.0000378176.0000551563.000143948.0
000282753.0000329853.0000657869.000209409.0
0000110731.000156325.0000098871.000142981.0

lMnodiagona  

 
[ ]000705441.0000373372.000134265.00061499.0. −−−=diagnoSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⋅−

=+

−

00196178.000144863.00000791311.000168656.0
000123679.0000862849.000364067.0016542.0
000113998.00090624.000266643.000461174.0

1034461.800791742.000102725.00188244.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00192913.000725522.00416647.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

5335.8950924.709068.104795.4
64458.547274.418.507027.39
20276.59766.467519.360687.11
38084.00414.411588.141807.45

... DEP  

 
 
 
 
 
 
d3) asociado a : 3DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0955545.00393491.00299463.00477401.0
0175704.00137256.00720524.013834.0
0138114.0142099.00405095.00545353.0
0259869.0075018.00580081.0129802.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00303787.0000515153.0000298369.0000758288.0
00023735.0000144839.000399135.00147135.0

000137202.00145235.000118032.000213916.0
000652794.000543997.00032527.00162864.0

Mdiagonal  

 
[ ]00406522.00206235.000872274.00338974.0. =diagSuma  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−−
−−−

=

000975404.0000447521.0000473773.000254929.0
0000844082.00000182624.0000155029.000165868.0
0000871276.0000260383.0000108025.0000485557.0
000727163.000116342.0000731061.000307451.0

lMnodiagona

 
 

[ ]0018741.00013323.000146789.000776805.0. −−−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=+

00206247.00000676314.0000175404.000330758.0
000152942.0000163102.000383632.00163722.0
0000500746.00147839.00010723.000262471.0
0000743695.000427655.000252164.00193609.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00192912.000725485.00416654.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

1287.94350582.041775.293843.7
98009.6845473.08794.522944.39
28535.26355.767804.142995.6
39414.31685.22758.344676.46

... DEP  

 
 
 
 
 
 
e) Holmio: 
 
e1) asociado a : 1HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0838183.00640309.00324507.00408516.0
021631.00246813.00700728.0137091.0

0254677.0120087.00767792.00634629.0
00775627.00933171.00297416.0129773.0

L  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00222323.000129743.0000333237.0000528108.0
000362374.0000471779.00038028.00145553.0
000381169.000847478.000346437.000236689.0
0000607245.000878982.0000892866.0016999.0

Mdiagonal  

 
[ ]00302749.00190338.000849328.00344493.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−

⋅−−

=

−

000423801.0000957466.0000200515.00010585.0
000120757.0000220006.0000323253.00021152.0
000284591.0000144453.0000451673.000206364.0

1023481.700182662.0000134853.000229188.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]000836383.0000793603.0000840587.000752921.0. −−−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
−

=+

00220671.0000422072.0000010005.000232729.0
0000921703.0000890462.00036803.0015607.0

000016541.000436907.000293304.000332338.0
0000746.000300969.000123302.00205154.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1239.823623.1273432.177956.3
0272.1179264.34683.457119.39

40775.46701.453679.395543.10
44122.2175.384295.139543.45

... DEP  

 
 
 
e2) asociado a : 2HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0904137.00581289.00234192.00417768.0
013241.00244451.00718362.0137287.0

0257342.0120779.00744792.00647687.0
00161236.00950428.00297415.0128738.0

L  
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00234431.0000969018.0000157286.0000500514.0
000144703.0000493199.000425918.0015556.0
000393123.000865946.000329288.000249021.0

1071253.200942513.0000922941.00172927.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00288485.00195468.000863228.00358395.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−
−−

=

000382981.0000405566.000024213.000120365.0
0000195324.0000318699.0000430331.00011529.0
000280045.00000928674.0000473225.000213943.0
000011181.000193799.0000166098.000164308.0

lMnodiagona

 
 

[ ]000693739.00013066.0000979588.000613906.0. −−−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⋅−

=+

−

00196133.000137458.00000848439.000170416.0
00012517.0000811898.000382885.00167089.0
000113078.000856659.000281965.000462965.0

1046843.800748714.000108904.00189358.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

5131.8953601.710868.10596.4
71265.545114.40327.508035.39
16077.59654.468452.360286.11
386491.00474.412308.141083.45

... DEP  
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e3) asociado a : 3HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0906098.00540801.00451808.00259088.0
0178858.00479583.00732952.0129573.0

00551952.0145454.0054463.00289589.0
000831063.00523546.00453499.0147294.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00201337.0000717216.0000500589.0000164615.0
000236303.000169895.00039683.00124017.0

0000192949.00133995.000187864.0000531133.0
1065151.700303661.000227841.00240352.0 7

Mdiagonal  

 
[ ]00226974.00188523.000862594.00371326.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

⋅−−
⋅−−

=
−

−

0000380705.00000492816.0000129244.0000395743.0
000037675.0000182277.0000288157.000209365.0

1039968.7000128518.00000460523.00000331432.0
1051904.4000509031.0000509798.000232337.0

6

6

lMnodiagona  

 
[ ]0000786262.0000612071.000097325.000484591.0. −−−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=+

−

0019753.0000667934.0000371346.0000560358.0
000198628.000151668.000368014.00144953.0

0000118952.0013528.000183259.0000564277.0
1028419.500252758.000176862.00263586.0 6

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1508.9066188.385248.433487.1
06518.931502.80895.485303.34
542885.01659.74947.233442.1
241165.08572.13111.237906.62

... DEP  
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f) Erbio: 
 
f1) asociado a : 1ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−
=

0780462.00538022.0048372.00501454.0
0392546.00199649.00528207.0141454.0

00574084.0113228.00876155.00667559.0
00124196.0104099.00321695.0120828.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00226726.000107745.0000870933.0000935963.0
0012242.0000316668.000221655.00158966.0

0000198587.000772515.000462552.000268521.0
1053857.10108093.000103227.00145626.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00351285.00199286.000874527.00340804.0. =diagSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=

−

000589952.0000139902.0000229543.000211071.0
000648127.000051844.0000218745.000315875.0
0000199693.0000154386.0000740259.000178663.0

107348.8000956449.00000922376.000115704.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]00124931.0000423525.0000821698.000821312.0. −−−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−

=+
−

00167731.0000937547.000110048.000304668.0
00057607.0000835109.000199781.00190553.0

1010626.100787953.000388526.000447184.0
0000102734.000985288.0000940028.00157196.0

7

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00226354.00195051.000792357.00422935.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

101.7480668.48886.1320365.7
45.252815.42135.25055.45

00488729.03974.400342.495734.10
453863.05144.508637.11168.37

... DEP  
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f2) asociado a : 2ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

069494.00625306.00428999.00571.0
0458403.000699444.00580946.0138613.0
0196514.01049.00892526.00750346.0

00792383.0111748.00263641.011501.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

002455141.000198475.0000934188.000165498.0
0014104.00000328361.000226525.0012896.0

000233705.000665931.000482081.000340723.0
0000604308.00120189.0000668979.00127308.0

Mdiagonal  

 
[ ]00415594.00206958.000868923.0030689.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−−−

⋅−

=

−

000983152.0000719946.0000166994.000324491.0
000727746.0000129286.0000127899.000351698.0
000191322.0000100807.0000831866.000258159.0

1082014.900193918.0000105299.0002261.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]0018924.000119076.0000765662.00116045.0. −−−=diagnoSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00146826.00027047.0000767194.000489989.0
000682649.0000162122.000239315.0016413.0
0000423831.00065585.000398895.000598883.0
000070251.00100797.0000774278.00149918.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00226354.00195051.000792357.00422935.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8655.648666.1368243.95854.11
1585.30831178.0203.308074.38

87243.16246.333428.501602.14
10359.36776.5177183.9447.35

... DEP  
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f3) asociado a : 3ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0838432.00659196.00418984.00266412.0
027063.00574156.00649682.012841.0

00758159.0132578.0079307.00355946.0
00488745.0061269.00310131.0147421.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00206045.000127366.0000514542.00002208034.0
00053668.000241558.000309288.00120825.0

0000333538.00101992.000364962.0000616475.0
0000286718.00045058.000115446.00260861.0

Mdiagonal  

 
[ ]00265916.00183943.000841151.00389932.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅−−

=

−

000199105.0000527366.00000340739.0000473248.0
000186294.0000449157.000008493.000139692.0

0000190894.0000574009.0000318703.0000271161.0
1087087.8000439737.0000118369.000115896.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]000395617.000111079.0000487929.000330029.0. −−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00186134.000180103.0000548616.0000681282.0
000350386.000286474.000300795.00134795.0

0000142644.00107732.000333092.0000887635.0
0000375427.000406607.000103609.00272451.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00226354.00195051.000792358.00422935.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2317.8223365.992384.661084.1
4796.156871.14962.378713.31

630183.0233.550381.4209875.2
65858.18462.200761.134192.64

... DEP  
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g) Tulio: 
 
g1) asociado a : 1TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0685045.00580382.00550576.00523714.0
0471085.00169603.00449191.0142073.0

00199928.0123092.00801838.00582869.0
0096453.0095559.00464109.0122798.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=
−

0022194.000159304.000143362.000129714.0
00162011.0000209996.000147302.00147356.0

1047095.200936654.000397458.00021002.0
0000848701.000833041.000196501.00137564.0

6

Mdiagonal  

 
[ ]00392685.00195.000884622.00318893.0. =diagSuma  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⋅−−
−−

=
−

000749924.0000152733.0000114271.000263464.0
000848206.000020098.000014436.000435538.0

1011843.2000457031.00000466886.00007925.0
00001055.000080565.0000438816.000262172.0

6

lMnodiagona  

 
[ ]0015897.01009458.5000647071.00104042.0. 6 −⋅−= −diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=+
−

00146948.000174577.000154789.000393178.0
000771903.0000410976.000161738.0019091.0

105252.300982357.00035077.00028927.0
0000954201.000752476.000152619.00163781.0

7

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00233715.00195051.000819915.00422936.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8747.6295033.88786.182964.9
0275.3310702.27262.191393.45

0150833.03642.507812.4283957.6
08275.45785.38614.187248.38

... DEP  
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g2) asociado a : 2TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

0608581.00553461.00549127.00636639.0
054016.000791059.00446646.0140478.0

00893517.00873991.0097416.00881713.0
0129941.0128441.00164568.0097576.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00213719.000176759.000174002.00023388.0
00202896.00000435157.000138725.00137229.0

0000500164.000478543.000594523.000487037.0
000144855.00141529.0000232342.000816816.0

Mdiagonal  

 
[ ]00436102.00207494.000930483.00291002.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−−−
⋅−−

=

−

000905973.0000262262.0000214168.000319271.0
001077.0000237382.0000159222.000542974.0

0000366516.0000462356.000124418.000355816.0
1024612.400080686.00000835613.000101277.0 6

lMnodiagona  

 
[ ]00202387.000124434.000110567.00131934.0. −−−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=+

00123122.000202985.000195418.000553151.0
000951957.0000193867.000122803.00191526.0
0000133648.000432307.000470104.000842853.0
000140608.0013346.0000315903.000918092.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00233715.00195051.000819916.00422936.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

6804.524068.10834.230788.13
7315.4099393.09775.142849.45

571843.01639.223357.579286.19
01623.64233.6885287.37076.21

... DEP  
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g3) asociado a : 3TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−
=

0669204.00635807.00489386.00540331.0
0506505.00256093.00357843.0142153.0

0167656.00985109.0105052.00629369.0
00535957.0107988.00200023.0119865.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00231818.000209258.000123975.00015113.0
0019533.0000499341.0000974957.00153856.0

000146168.00050464.000573884.000205979.0
000029133.00118271.0000405776.00145716.0

Mdiagonal  

 
[ ]00444678.00194654.000835932.00335283.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

−−

=

000932215.00000158761.0000404819.000264654.0
00108776.0000787162.00000510176.000368956.0

000113642.00000705852.0000499911.000152598.0
000023987.0000833934.00000140433.0000903223.0

lMnodiagona  

 
[ ]00210963.00000396893.0000160154.00087653.0. −−=diagnoSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=+

00138597.000210845.000164457.000415783.0
000865537.00012865.0000923939.00190751.0
0000325262.000511699.000523892.000358577.0
0000531199.00109931.0000391732.00154748.0

lMnodiagonaMdiagonal  

 
[ ]00233715.00195051.000819916.00422936.0=+ nodiagdiagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3016.598098.100577.2083089.9
0338.3759574.62687.111017.45

3917.12341.268959.6347829.8
27285.23603.5677771.45891.36

... DEP  
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Anexo II.23.-  Cálculo elementos “L” para bloques de 1 x 1  (Simetrías A1g, 

Eg, T1g   y  T2u). 

 

En este caso GL = . 

Para todas las simetrías señaladas, en las elpasolitas de Pr, Eu, Tb, Dy, 

Ho, Er y Tm, los elementos son iguales de modo que se tiene en todos los 

casos lo siguiente: 

 

0282064.010,103,32,21,1 ==== GGGG   

 

De este modo el elemento L, en todo los casos es: 

 

791679476108.00282064.010,103,32,21,1 ====== iiGLLLL  

 

Se considera que toda la contribución es diagonal y por tanto pierde 

sentido un análisis de P.E.D. 
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Anexo II.24.-  Cálculo de diferencias de constantes de fuerza. 
 
a)  Diferencias encontradas entre elementos de la matriz de constantes de 
fuerza: 
 
[ ] [ ]
[ ] [ ] ( )
[ ] [ ] ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] [ ] ( )

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ( )
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )897869686766

897869686766

89786967

89786967

662211

882211

2211

8866

688866

688866

8866

63032231526
3
170684645

63032231526
3
153514948

32
252210

4442

32156230
6
14038

62
3
29263

32
3
29241

3
28252

226431
22264

22231

279

FFFFFFxxxx

FFFFFFxxxx

FFFF
xx

FFFFxx

FFFxxx

FFFxxx

FFxxx

FFxxxx
FFFxx

FFFxx

FFxx

+++++=+−−

−−+−+=+−−

−+−
−=−

−++−=−

−+=−+

++=−+

−=−+

+=−+−
++=−

−+=−

−=−
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b) Praseodimio. 
 
b1) Asociado a : 1PrF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 14215.270684645

40618.153514948
113954.04442
0516233.04038

850627.09263
75611.39241
433173.08252

60674.46431
7883.264

81844.131
00127.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
b2) Asociado a : 2PrF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 14113.270684645

54737.153514948
051796.04442
170609.04038

465507.09263
91251.39241
433173.08252

37802.46431
31714.264
06088.231
73051.079

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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b3) Asociado a : 3PrF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 20219.270684645

20537.153514948
00616269.04442
0162607.04038

774267.09263
86037.39241
433173.08252

63464.46431
61496.264
01968.231
91096.079

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
c) Europio. 
 
c1) Asociado a : 1EuF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65790.270684645

34575.253514948
0792312.04442
0882549.04038

35558.19263
84336.39241
44698.08252

19894.56431
8499.264
34904.231
37357.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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c2) Asociado a : 2EuF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 2768.270684645

14692.153514948
111433.04442

0857253.04038
4815.09263

11668.49241
44698.08252

59818.46431
33312.264
26506.231
79987.079

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
c3) Asociado a : 3EuF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 43209.270684645

56354.153514948
223388.04442
13886.04038

8187.09263
91484.39241
44698.08252

73354.46431
58323.264
15031.231
06939.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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d) Terbio. 
 
d1) Asociado a : 1TbF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 64981.270684645

71002.153514948
0346796.04442
101515.04038

1897.19263
16194.49241
4311.08252

35164.56431
90863.264
44301.231
2117.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
d2) Asociado a : 2TbF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 99446.270684645

69607.253514948
088237.04442
0435515.04038

4701.29263
98624.39241
4311.08252

45634.66431
27334.364
183.331
93975.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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d3) Asociado a : 3TbF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 76148.270684645

85104.153514948
00686923.04442
0360637.04038

24954.19263
16976.49241
4311.08252

4193.56431
73301.264
68629.231
23771.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
e) Disprosio. 
 
e1) Asociado a : 1DyF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65248.270684645

00308.253514948
0755397.04442
0540003.04038

30834.19263
25556.49241
44258.08252

5639.56431
95259.264
61131.231
27477.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
 
 

 
467



e2) Asociado a : 2DyF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69243.270684645

17755.253514948
0413466.04442

0510425.04038
44622.19263

3531.49241
44258.08252

79932.56431
92704.264
87228.231
29494.179

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
e3) Asociado a : 3DyF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 51213.270684645

15833.253514948
259351.04442
206559.04038

11818.19263
28602.49241
44258.08252

4042.56431
8666.264
5376.231
16446.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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f) Holmio. 
 
f1) Asociado a : 1HoF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 68282.270684645

11753.253514948
0818516.04442
0835648.04038

21989.19263
3666.49241
432667.08252

5865.56431
95326.264
63324.231
24431.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
f2) Asociado a : 2HoF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 71987.270684645

30065.253514948
0494492.04442

0198215.04038
35597.19263

46833.49241
432673.08252

8243.56431
9272.264
8971.231
26145.179

=+−−
=+−−

−=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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f3) Asociado a : 3HoF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 48762.270684645

14151.253514948
07449323.04442
0532736.04038

61377.19263
29499.49241
432673.08252

90876.56431
25162.364
65714.231
47702.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
g) Erbio. 
 
g1) Asociado a : 1ErF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 65419.270684645

72406.153514948
0681642.04442
0320556.04038

2119.19263
3669.49241
4525.08252

5788.56431
84113.264
73767.231
20048.179

=+−−
=+−−

=−
=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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g2) Asociado a : 2ErF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 72485.270684645

90097.153514948
0523798.04442

1285.04038
0719.19263

12036.49241
4525.08252

19226.56431
72833.264
46393.231
25375.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
g3) Asociado a : 3ErF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69225.270684645

26708.253514948
041222.04442

00181855.04038
02322.29263

2435.49241
4525.08252

26672.66431
27419.364
99253.231
66784.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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h) Tulio. 
 
h1) Asociado a : 1TmF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 43794.270684645

47332.153514948
169166.04442

0331783.04038
85794.09263

25122.49241
44592.08252

10916.56431
87182.264
23734.231
0945.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx

 

 
 
 
h2) Asociado a : 2TmF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 54065.270684645

26642.153514948
0144021.04442
0980875.04038

64046.09263
18192.49241
44592.08252

82238.46431
48696.264
33542.231
02041.179

=+−−
=+−−

−=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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h3) Asociado a : 3TmF
 
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 69868.270684645

6741.153514948
100542.04442

0423096.04038
26566.19263

3139.49241
44592.08252

57956.56431
82734.264
75222.231
26702.179

=+−−
=+−−

=−
−=−

−=−+
=−+
=−+

=−+−
=−
=−
=−

xxxx
xxxx

xx
xx

xxx
xxx
xxx

xxxx
xx
xx
xx
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ÁLGEBRA TENSORIAL PARA ATOMOS E IONES LIBRES 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

474



Palabras Preliminares. 

Este Anexo entrega las herramientas matemáticas, utilizadas en la 

presente tesis para tratar la evaluación de momento de transición dipolar 

eléctrico en iones complejos de los actínidos. Se estudian las propiedades de 

transformación de operadores y funciones propias, frente a operaciones del 

grupo de rotación inversión G . Se estudian las cadenas de grupos subgrupos, 

y se derivan generalizaciones de las ecuaciones derivadas pioneramente por 

Racah, para la evaluación de elementos matriciales en grupos dobles. Se 

estudian en detalle operadores independientes y dependientes del spin 

electrónico, y el álgebra se desarrolla en función de la construcción de 

invariantes (coeficientes  de acoplamiento), tanto en física atómica como 

molecular. 

3
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Anexo III.1- Introducción. 

Las propiedades de transformación de operadores y funciones bases 

frente a operadores de transformación resultan ser de gran interés, cuando se 

desean abordar aspectos formales en física atómica. Los estados del sistema 

son descritos por funciones de ondas, bases del espacio funcional, no pueden 

ser descritas en forma analítica exacta en el problema de N cuerpos. Sin 

embargo e independientemente de su calidad, presentan  ciertas propiedades 

de transformación frente a operadores, por ejemplo de rotación en el espacio 

tridimensional de las rotaciones SO(3), las cuales son utilizadas 

intensivamente en el álgebra de tensores irreductibles [1]. 

Para sistemas de simetría esférica se utiliza la cadena SO(2) SO(3) 

siendo SO(2) un subgrupo de SO(3) correspondientes al conjunto completo de 

rotaciones en torno del eje Z. Por cierto, las funciones base de SO(3) pueden 

ser escogidas como las funciones propias de los operadores de momentum 

angular 

⊂

ZJJ ,2  a saber el conjunto de kets { }jm , satisfaciéndose las 

ecuaciones de valores propios: 

( ) jmjjjmJ 12 +=  y jmmjmJZ =   (1) 
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Por cierto, estas funciones base presentan propiedades interesantes 

frente a los operadores de rotación ( )γβα ,,D  [2 - 4], las cuales serán tratadas 

en el presente anexo. Adicionalmente, se discute la forma de dichos 

operadores y su uso en la evaluación de elementos matriciales, en la teoría de 

tensores irreductibles [5, 6], involucrados en la diagonalización de la matriz de 

energía. 

 

Anexo III.2.- Operadores de Rotación y Spinores. 

Anexo III.2.1- Operadores de Rotación. 

Un operador de rotación, denotado por ( )γβα ,,D , satisface [2]: 

( ) ( )∑ γβα=γβα
m

j
mm jmDjmD ,,',, '  (2) 

donde la tríada corresponde a los ángulos de Euler. La identidad anterior 

indica que frente a una rotación arbitraria en torno a un eje dado, las funciones 

resultantes son estados mezclas de las (2j+1) funciones base. En SO(3) los 

elementos corresponden a rotaciones y en consecuencia, en la base de los 

kets { }jm , se encuentra para cada uno de los valores de j, un conjunto de 

[j]=(2j+1) matrices de representación Dj, las cuales son unitarias, es decir 

satisfacen la identidad: 
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[ ] [ ]+−
= jj DD 1

 (3) 

donde el supraíndice (+) se lee "daga" y corresponde al transpuesto y 

conjugado. 

Con respecto del operador de rotación ( )γβα ,,D  es preciso hacer notar 

que algunos autores lo definen para operar sobre coordenadas, en cambio 

otros lo definen de modo de operar sobre contornos de funciones. Aún más, 

algunos lo utilizan para operar sobre funciones definidas en un sistema de 

coordenadas inicial fijo y otros para operar sobre funciones definidas en el 

sistema de coordenadas final. Resulta por lo tanto crucial, adoptar uno u otro 

criterio si se desean efectuar cálculos consistentes y en consecuencia eliminar 

el problema de fases en la definición de operadores y funciones bases. 

Una rotación en un ángulo dado en torno de un eje, digamos n, se dice 

positiva cuando  al ser realizada en torno a dicho eje, el ángulo se mide en 

sentido anti horario. Sean tres rotaciones sucesivas de la forma [2, 3]:  

    

(a) Rotación de los ejes, en un ángulo α  positivo en torno del eje Z. 

(b) Rotación del sistema de coordenadas resultante (x’,y’,z’) en un ángulo  

positivo β  en torno del eje y’ (z = z’). 
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(c) Rotación  del sistema de coordenadas resultante (x’’,y’’,z’’) en torno del 

eje z’’ en un ángulo positivo γ , resultando el sistema de coordenadas 

(x’’’,y’’’,z’’’) con z’’ = z’’’. 

La secuencia de estas tres rotaciones ( ) ( ) ( )αβγ ZYZ RRR ''' , es equivalente a 

tres rotaciones del sistema de coordenadas en  torno de los ejes del sistema 

de coordenadas inicial (de referencia), a saber (x, y, z), resultando la 

expresión: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )γβααβγ ZYZZYZ RRRRRR →'''    (4) 

La identidad anterior es útil por cuanto en diversas aplicaciones es 

generalmente más fácil considerar una transformación de coordenadas como 

una secuencia de tres rotaciones relativo a un sistema fijo de coordenadas. 

Considérese a continuación la transformación de funciones por efecto 

de los operadores de rotación ( )γβα ,,D . Existe en la literatura confusión en 

relación al mecanismo por medio del cual se transforman funciones de un 

sistema de coordenadas a otro (sistema original al sistema final, una vez 

realizada la rotación) [2]. Para clarificar este punto, sean f y F las funciones 

referidas a los sistemas de coordenadas (x,y,z) y al rotado final (x’,y’,z’) 

respectivamente. De igual forma sean r y r’ las coordenadas del mismo punto 
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en el espacio físico, pero referidas a éstos distintos sistemas de coordenadas 

por lo que tienen asociados diferentes tríos de números. 

Escribamos la identidad: 

( ) ( )'' rRfrF =  

 

donde R es un operador que corresponde a una transformación de 

coordenadas  arbitrarias. Esto es, R opera sobre f(r’) y no así sobre f(r), de 

modo que: 

“Para obtener la función transformada F(r’), debemos operar con R(r’) 

sobre la función f(r’), es decir sobre la función original referida al sistema de 

coordenadas primado” 

Así la secuencia de rotaciones conduce a:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )''expexp''exp''

'exp'

''''1''2

'1

rfJiJirfJirf
rfJirf

ZYY

Z

αββ
α

==
=

 

para finalmente obtener la función transformada: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'''expexpexp'''exp''' '''''''''2'''3 rfJiJiJirfJirf ZYZZ αβγγ ==  

 

480



En la identidad anterior, tanto las coordenadas como los operadores 

están referidos al sistema de coordenadas final.   

En consecuencia, al eliminar las primas obtenemos el operador de 

transformación definido para actuar sobre funciones definidas en el sistema de 

coordenadas final: 

( ) ( ) ( ) ( )ZYZ JiJiJiD αβγγβα expexpexp,, =   (5) 

Un error común en la literatura [2], dice relación con la utilización del 

operador en la forma ( ) ( ) ( )JiJiJi ZYZ γβα expexpexp  y utilizarlo de esta forma 

para obtener las funciones transformadas. Este procedimiento, por cierto es 

incorrecto ya que, como se ha visto, es necesario que los operadores estén 

expresados en el mismo sistema de coordenadas que el correspondiente a las 

funciones. Autores tales como Rose, Messiah y Tinkham [7] escriben el 

operador de la forma ( ) ( ) ( )ZYZ JiJiJi αβγ −−− expexpexp  y lo utilizan para rotar 

funciones en ángulos positivos βγ ,  y α  con respecto de un sistema de 

coordenadas fijo en el espacio.  

Para algunos propósitos es conveniente utilizar un sistema de 

coordenadas fijo en el espacio y rotar los contornos de la función. En estas 

situaciones se introduce el operador [2]: 
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( ) ( ) ( ) ( )ZYZf JiJiJiD αβγγβα −−−= expexpexp,,  (6) 

el cual se expresa en términos de un sistema de coordenadas fijo inicial. De 

esta manera, tanto la función sobre la cual se actúa como la función originada 

por la acción del operador, están referidas a este sistema de coordenadas 

inicial fijo. 

Los operadores presentan algunas propiedades de transformación 

frente a las rotaciones, que son de interés. Al respecto, sea un operador A 

definido por su efecto sobre un vector general, digamos V, de modo que se 

cumple: 

AVV ='  

Por cierto, frente a un cambio del sistema de coordenadas, V se 

transforma en RV y V' en RV', de donde podemos escribir: 

( ) ( )( )RVRARAVRRV 1' −==  

Es decir, el operador A frente a una transformación de coordenadas 

cambia de acuerdo a . Para nuestros propósitos las 

transformaciones más importantes son las rotaciones del sistema  de 

coordenadas. En realidad, el método de tensores irreductibles se fundamenta 

1−→ RARA
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en las propiedades de transformación de funciones y operadores frente a 

rotaciones de coordenadas. 

El grupo de rotación es designado en la literatura como SO(3) =  R3 y 

las representaciones irreductibles de este grupo Dj son infinitas en número  

con dimensiones [j], donde K,2,23,1,21,0=j

⊂

( )

  Las representaciones Dj, 

para j fraccionario, se conocen como representaciones bi valuadas de SO(3) =  

R3 y no obstante que en rigor son representaciones de un grupo mayor 

designado como U2 donde S0(3)  U2 [1]. 

Para los objetivos del presente trabajo resulta conveniente realizar 

algunos comentarios sobre los llamados grupos de Lie. Al respecto, SO(3) es 

un ejemplo, de grupo continuo puesto que sus elementos, es decir, los 

operadores γβα ,,D  son funciones de parámetros que varían continuamente 

a partir de una elección dada de los ángulos de Euler ( )γβα ,,  podemos llegar 

a otra elección dada variando continuamente estos ángulos. 

Además, SO(3) es un grupo infinito, puesto que los ángulos de Euler 

pueden ser escogidos en infinitas formas distintas. Como SO(3) es un grupo 

continuo, es posible trabajar con transformaciones infinitesimales, las cuales 

no tienen sentido en el caso de grupos finitos. 
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En general, un conjunto de transformaciones infinitesimales   

derivadas de un grupo continuo pueden ser escritas de la forma [2]: 

iO

∑+=
j

jji PaO δ1  (7) 

donde jaδ  corresponde a una variación infinitesimal de la variable  y  son 

operadores conocidos como generadores. Lie [2] demostró que el conjunto de 

las transformaciones infinitesimales O  forman un grupo y que los operadores 

 de este grupo obedecen relaciones de conmutación de la forma: 

ja jP

i

jP

[ ] ( )∑=
l

lkj PlkjcPP ,,,  (8) 

Es decir, los conmutadores [ ]kj PP ,  resultan ser combinaciones lineales 

de los operadores Pl. Los elementos  de un grupo de Lie y sus relaciones de 

conmutación definen lo que se denomina un álgebra de Lie. Las relaciones de 

conmutación determinan las propiedades del grupo de Lie y las 

correspondientes propiedades del grupo finito de operaciones. Al respecto, las 

componentes J

jP

JaX, JY y JZ de los operadores de rotación infinitesimales iiδ+1 , 

satisfacen las relaciones de conmutación anteriores y en consecuencia definen 

un álgebra de Lie, a partir de la cual se puede por una parte  estructurar la 
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teoría del momentum angular y por  otra, todas las propiedades del grupo 

SO(3). 

 

Anexo III.2.2 Spinores. 

Un aspecto interesante dice relación con la rotación de spinores, es 

decir, funciones propias de spin. Los spinores no son funciones de las 

coordenadas (x, y, z) y es precisamente por esta razón que no es posible 

derivar operadores para rotaciones (ya sean infinitesimales o finitas), como se 

hizo para el caso de funciones escalares arbitrarias. Una complicación 

adicional aparece cuando se consideran spin orbítales a asociados a cada uno 

de los electrones del sistema. 

Si se consideran exclusivamente spinores, el operador correcto es de la 

forma [2]: 

( ) ( ) ( )ZYZ SiSiSi αβγ expexpexp  (9) 

para el caso de rotaciones finitas de funciones de spin. Por cierto, para operar 

sobre spin orbítales se deben utilizar los operadores de momentum angular 

total J =L+S.  
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En términos generales, un típico elemento de matriz  involucrando al 

operador de rotación es de la forma [2 - 4]: 

( ) ( ) ( ) ( )αβγγβα imdimD j
mm

j
mm exp'exp,, '' =  (10) 

donde 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
2cos2
22cos

2
1

ββ
ββ

β
sen

sen
d  (11) 

al que 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−
−+

=
2cos2exp22exp

22exp2cos2exp
,,2

1

βγαβγα
βγαβγα

γβα
iseni

senii
D     (12) 

La matriz 2
1

D  es posible describirla en dos formas distintas. 

Sean ( )[ ] ( )2cos2exp βγα += ia  y ( )[ ] ( 22exp )βγα senib −−= ,  con lo 

cual  adopta la forma [2]: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

= **
2

1

ab
ba

D    (13) 

donde a y b son denominados parámetros de Cayley - Klein correspondientes 

a la rotación ( )γβα ,,D . 
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Alternativamente sí se expresa ( )γβα ,,D  en la forma ( )Jni
rr

⋅θexp  y se 

definen ( )2cos0 θ=a  y ( )nsena rr 2θ=  como los parámetros homogéneos de 

Euler, la identidad anterior es expresable: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−
+−+

=
3021

21302
1

iaaaia
aiaiaa

D  

Para una rotación en torno del eje Z en un ángulo positivo θ  y dado que 

, el operador de rotación es expresable: ( )1,0,0nn =
r

( ) ( )ZJiJni θθ expexp =⋅
rr

 

con ( ) ( )( )2,0,02 θθ senansena ==
rr  

En consecuencia los elementos de la matriz 21D  adoptan la forma: 

( ) ( ) ( )

( )2exp
0

2exp22cos

30

2121

30

θ

θθθ

iiaa
aiaaia

iiseniaa

−=−
−−==+−

=+=+

 

Es decir, para una rotación en torno del eje Z, en un ángulo positivo θ , 

se obtiene: 

( ) ( )
( ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
2exp0

02exp
2

1

θ
θ

θ
i

i
D )  (14) 
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En ambos casos la matriz ( )γβα ,,21D  es unitaria y su determinante es 

igual a la unidad. Como consecuencia de las propiedades de multiplicación 

matricial se observa que el conjunto de todas las matrices unitarias 

unimodulares (es decir que su inverso sea su transpuesto y conjugado con 

determinante igual a la unidad) de dimensión n, forman un grupo. En 

particular, el conjunto infinito de matrices de dimensión 2, unitarias y 

unimodulares forman un grupo denotado por U2 [1]. 

Cualquier rotación física puedo ser caracterizada por sus respectivos 

ángulos de Euler, los cuales pueden ser utilizados ya sea usando los 

parámetros de Cayley - Klein o en su defecto los parámetros   y a 

(parámetros homogéneos de Euler) para construir la correspondiente matriz de 

2x2,  perteneciente a 

0a

2D
1

( )

, es decir a U2. De esta forma, cada una de las 

rotaciones físicas γβα ,,D aparece asociada con una única matriz de U2. 

De la identidad (14) se observa que al rotar en torno del eje Z en 

ángulos φ  y ( )πφ 2+ , las cuales son rotaciones físicamente indistinguibles, se 

tiene que: 

( ) ( 0,0,0,0,2 2
1

2
1

φπφ DD −=+ )  (15) 
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Al generalizar este resultado se establece que para cada una de las 

rotaciones ( ) ( )φγβα ,,, nDD r
= , usando los ángulos de Euler standard y la 

matriz generada ( )γβα ,,2D
1

 o ( )baU ,2 , existe una rotación físicamente 

equivalente ( )πφ 2, +nD r  la cual origina una matriz  ( )γβα ,,2D−
1

 o ( )baU ,2− . 

Para  cada uno de los elementos de SO(3), existen dos  matrices 

asociadas del grupo U2, es decir, existe una correspondencia del tipo 

homomorfismo dos a uno. Se puede cambiar esta relación a un homomorfismo 

uno a uno, si se introduce un truco matemático en el sentido de definir ( )φ,nD r  

y ( )πφ 2,nD +
r  como operaciones físicas distintas del grupo doble, el cual 

incluye el doble de las operaciones de SO(3). 

  Las matrices 2
1

D  o U2 correspondientes a los ángulos de Euler 

standard no forman un grupo y en consecuencia no constituyen 

representaciones de SO(3). La misma dificultad aparece para todas las 

representaciones Dj, siendo j fraccionario por cuanto las rotaciones ( )φ,nD  y 

( )πφ 2, +nD  generan matrices de rotación distintas. Para el caso de j entero las 

matrices Dj son tales que las rotaciones ( )φ,nD ( )πφ 2, +nD y  dan origen a la 

misma matriz de rotación. En este caso los ángulos standard de Euler generan 

una matriz característica para cada una de las rotaciones y en consecuencia 

las matrices Dj corresponden a representaciones verdaderas para el grupo 
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SO(3). De la misma forma como las componentes de un vector forman de 

acuerdo a las representaciones de Dj en el grupo SO(3), un spinor es posible 

definirlo como un conjunto de dos cantidades que se transforman de acuerdo a 

U2, el llamado grupo spinor. 

 

Anexo III.3.- Tensores Irreductibles y evaluación de elementos 

matriciales. 

En SO(3), las funciones propias de los operadores de momentum 

angular  y , satisfacen las propiedades de transformación frente a 

operadores de rotación dadas en la ecuación (2) [ 2]: 

2J ZJ

( ) ( )∑=
m

j
mm jmDjmD γβαγβα ,,',, '  

donde las matrices Dj constituyen las representaciones irreductibles de  SO(3) 

= R3. Adicionalmente, se introducen los operadores  donde para  un valor 

de k dado, existen [k] = (2k+1) componentes del tensor 

k

k

qT

T . Estos operadores 

tensoriales se transforman de acuerdo a la expresión: 

( ) ( ) ( )∑=−

p

k
pq

k
p

k
q DTDTD γβαγβαγβα ,,,,,, 1

    (16) 
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Los operadores kT  son irreductibles si y sólo si las  matrices asociadas 

Dk lo son. Una definición alternativa de  tensores irreductibles, fue propuesta 

por Racah en base a los conmutadores: 

[ ] ( )( ) k
q

k
q TqkqkTJ 11, ++ ++−=  (17a) 

[ ] ( )( ) k
q

k
q TqkqkTJ 11, −− +−+=  (17b) 

[ ] k
q

k
q qTTJ =,0    (17c) 

donde: , yx iJJJ +=+ yx iJJJ −=−  y zJJ =0 . 

En base a estas definiciones se introducen los operadores ,   y 

, dados  por las relaciones: 

1+J 1−J

0J

( ) ++ −= JJ 211  ( ) −− += JJ 211  ZJJ =0 . 

En estos términos, el vector J
r

 es un operador tensorial de orden uno 

con componentes ,  y . Por analogía, las armónicas esféricas pueden 

ser también consideradas como operadores tensoriales, por cuanto presentan 

propiedades similares de transformación a los operadores . 

1+J J J

k

1− 0

qT
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Para los objetivos del presente trabajo, resulta conveniente introducir 

los operadores tensoriales de Racah, ( ) kqq YkC 124 += πk , siendo las  las 

armónicas esféricas standard [8]. Estos operadores de Racah resultan ser de 

utilidad para escribir en forma tensorial compacta el teorema de adición de las 

armónicas esféricas. En efecto, dado que: 

kqY

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (∑∑ −−=
+

=
q

k
q

k
q

q

q
jjkqiikqk jCiCYY

k
wP 1

12
4cos * φθφθ )π

    (18) 

donde w es el ángulo formado entre los radios vectores ir
r  y  asociados a las 

partículas i-ésima y j-ésíma respectivamente, al definir el producto escalar 

, por la identidad: 

jrr

( ) ( )kk jCiC ⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ −−=⋅
q

k
q

k
q

qkk jCiCjCiC 1   (19) 

el teorema de adición adopta la forma: 

( ) ( ) ( )jCiCwP kk
k ⋅=cos  (20) 

En términos generales, el producto escalar es posible expresarlo: 

( )∑ −−=⋅
q

k
q

k
q

qkk UTUT 1  (21) 
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Al investigar elementos típicos de matriz de la forma ''' mjTjm k
q αα , 

donde α  y 'α  son independientes de las propiedades de transformación  de 

los kets bases {  del grupo de rotación SO(3), se tiene que este elemento 

de matriz es posible descomponerlo en dos partes: una que está 

exclusivamente determinada por las propiedades  de transformación de las 

funciones bases y operadores, y la otra que contiene toda la información física 

del sistema. 

}jm

Esta factorización corresponde al llamado Teorema de Wigner - Eckart 

y se expresa por la conocida identidad [6]: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−= −

'
'

''1'''
mqm
jkj

jTjmjTjm kmjk
q αααα  (22) 

Los  símbolos 3j se relacionan con los símbolos de Wígner por medio 

de la expresión [9]: 

( ) [ ] 221133
2

1
3

321

321 3211 mjmjmjj
mmm
jjj mjj −−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−−
 (23) 

Los símbolos 3j son invariantes frente a permutaciones pares de sus 

columnas, en cambio frente a permutaciones impares de sus columnas deben 

ser multiplicados por el factor de fase ( ) 321 jjj ++1−  [10]. 

 

493



Adicionalmente, deben satisfacer la relación triangular  , es 

decir: 

( 321 jjj∆ )

, jjjyjjjjjj 321321321 ++−+−−+  deben ser mayor o a lo sumo igual 

a cero. También debe cumplirse en forma simultánea la condición: 

0321 =++ mmm  

Así, para la no nulidad del elemento de matriz ''' mjTjm k
q αα , una 

condición necesaria implica que: ',,' jjjj K −+  y 'mmq −= . 

Sea +kT  el operador adjunto de kT . Bajo estas condiciones  se 

satisfacen las identidades [2, 11]: 

( )
( ) jTjjTjjTj

jTjjTj
kjjkk

kjjk

αααααα

αααα

''1''''

''1''
'

*'

−+

−+

−==

−=
 

cuando += kk TT . 

Es decir, cuando kT  es un operador hermítico, para sus componentes 

se satisface: 

( ) k
q

qk
q TT −
+ −= 1  
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Una situación de interés es la que dice relación con la evaluación del 

elemento matricial  '''0 mjJjm αα , donde ZJJ =0 . Es evidente que en este 

caso se satisface: 

( ) ( ) ( )',',',''''0 mmjjmmjJjm δδααδαα =  (24a) 

aplicando el teorema do Wigner - Eckart, se obtiene alternativamente: 

( ) ''
'0
'1

1'''0 jJj
mm
jj

mjJjm mj αααα ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−= −
 (24b) 

Adicionalmente, dado que:  

( ) ( )( ){ }1211
0
1

++−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

− jjjm
mm
jj mj

 

 resulta  de inmediato demostrar que: 

( )( ) ( ) ( )',',121'' jjjjjjJj δααδαα ++=  (25a) 

( )( ) ( )',121' llllllLl δ++=    (25b) 

( )',23' sssSs δ=     (25c) 
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Otras identidades útiles para nuestros efectos son las indicadas a 

continuación [7, 10]: 

( ) ( )( )( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++

−=
'
'

000
'

4
1'212121

21

'' mpm
lkllkllklYYY m

mlkplm π  (26a) 

( ) ( )( )( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++

−=
000
'

4
1'212121'

21 lkllkllYl lk

π  (26b) 

( ) ( )( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−=

000
'

1'2121'
lkl

lllCl lk
 (26c) 

con '  número par. lkl ++

 

Anexo III.3.1 - Operadores Tensoriales unitarios de Racah uk. 

De interés especial para nuestros objetivos son los operadores 

tensoriales unitarios de Racah, que se designarán por uk.  Estos operadores 

se definen por medio de las relaciones [11, 12]: 

( ) ( )',','' jjjuj k δααδαα =  (27) 
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con lo cual el elemento de matriz ''' mjujm k αα  se expresa, con la ayuda del 

teorema de Wígner - Eckart, en la forma: 

( )

( ) ( ) ( ',',
'
'

1

''
'
'

1'''

jj
mqm
jkj

juj
mqm
jkj

mjujm

mj

kmjk

δααδ

αααα

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=

−

−

)
 (28) 

Así, de las ecuaciones (22) y (28), para 'αα =  y 'jj =  se tiene: 

'' jmujmjTjjmTjm k
q

kk
q αααααα =  (29) 

De acuerdo al resultado anterior, en la base de las funciones { jm }

k

k

, los 

elementos de matriz que involucran al operador  son proporcionales a los 

elementos de matriz del operador tensorial unitario , siendo la constante de 

proporcionalidad el elemento de matriz reducido 

qT

qu

jTj αα k

k

2

. De la identidad 

(28) se observa que para j = j’ los valores de k se mueven entre 0 y 2j, de 

modo que para k > 2j, los operadores tensoriales unitarios  son nulos, por 

cuanto los coeficientes 3j asociados se anulan idénticamente [10]. 

qu

Adicionalmente, los operadores tensoriales unitarios son expresables en 

términos de los operadores de momentum angular . Así, por 0 ,,, JJJJ −+
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ejemplo para k = l  las tres componentes son las que se indican a continuación 

[4, 11]: 

( )( )1212
1

1
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= +

+ lll
Lu l

  (30a) 

( )( )1212
1 0

0
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

lll
L

ul
   (30b) 

( )( )1212
1

1
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= −

− lll
L

u l
   (30c) 

Si J se utiliza  simbólicamente para denotar a , la 

generalización de los operadores anteriores para k > l, conduce a las 

expresiones generales [11, 12]: 

0,, JJJ −+

(A)   0≥q

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∑ ∏

+=

−

=

+
+

⎥
⎦

⎤
+−++

−−
+−

−+−+

+⎢
⎣

⎡
−

+−
−+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++−+
−

=

k

qz

qz

t
z

z

qqqkk
q

tzqJj
qzzkz
zkzjqk

qkq
qkqjJ

kjkjqk
qkJu

1 1

2
1

!!!
!!211

!!
!!211

!12!2!
!

δ
 

      (31) 

(B)  0≤q
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∑ ∏

+−=

−

=

−
−

⎥
⎦

⎤
+−−−

+−
+−

−−−+

+⎢
⎣

⎡
+−
−+

−+−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++−−
+

=

k

qz

qz

t
z

z

qqqk
q

tzqJj
qzzkz
zkzjqk

qkq
qkqjJ

kjkjqk
qkJu

1 1

2
1

!!!
!!211

!!
!!211

!12!2!
!

δ

                (32) 

 

Como ya se ha hecho notar, de la ecuación (29) se observa que los 

elementos matriciales del tipo 'jmTjm q αα k  son proporcionales a los bra - kets 

'jmujm q αα k  siendo la constante de proporcionalidad el elemento de matriz 

reducido jTj αα k . 

Por otra parte de la ecuación (26b) observamos que los elementos de 

matriz reducidos del tipo 'lYl k  son distintos de cero, si y sólo si l+k+l’ es 

par y ',' llll −+ K , es decir existen elementos de matriz reducidos no 

diagonales para l distinto de l’, bajo las condiciones señaladas anteriormente. 

Sin embargo, los elementos de matriz  que involucran el operador tensorial 

unitario uk son diagonales, en consecuencia la representación jYjuY = kkk

lk 2,,0 K

 

es válida sólo en una representación diagonal, para la cual j = j’, de modo que 

bajo estas condiciones 2l+k debe ser par y = . Adicionalmente sí j es 

entero entonces k debe ser par o en su defecto los elementos de matriz 

 

499



reducidos jYj k  serán necesariamente nulos. De la discusión anterior 

resulta entonces la siguiente conclusión: 

“Los operadores uk no pueden ser siempre expresados en términos de 

los operadores Yk” 

 

Anexo III.3.2.- Coeficientes de parentesco fraccionario y número de 

señoridad. 

Los operadores tensoriales unitarios polielectrónicos Uk  son 

introducidos por medio de la relación [12]: 

( )∑
=

=
N

i

kk iuU
1

  (33) 

con lo cual los elementos matriciales polielectrónicos adoptan la forma: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−= −

'
'

''1'''
MqM
JkJ

JUJMJUJM kMJk
q αααα  (34) 

La evaluación de los elementos de matriz polielectrónicos reducidos 

requiere de la introducción de los coeficientes de parentesco fraccionario. Se 

hace necesario, entonces, mencionar algunas ideas preliminares con respecto 
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de estos coeficientes, los cuales presentan una gran utilidad en problemas de 

N cuerpos. Al respecto, se debe recordar que para el caso de fermiones, la 

función de ondas polielectrónica debe satisfacer el Principio de Antisimetría, es 

decir debe ser antisimétrica con respecto del intercambio de las coordenadas 

(spines orbitales) de dos electrones cualesquiera. Para tres o más electrones 

equivalentes,  la construcción de la función de ondas polielectrónica puede ser 

realizada utilizando los coeficientes de parentesco fraccionario de acuerdo a: 

[12, 13] 

( ) ( )
( )
∑
α

−− ααα=α
J

NNNN JjjJjJMjJjJMj ,, 11
 (35) 

En la identidad anterior, la sumatoria se extiende sobre todos los 

estados ( ){ }Jj αN−1  de la configuración jN-1. Por cierto estos estados 

intermedios constituyen un conjunto completo en el espacio funcional.  De 

igual forma, los coeficientes de parentesco fraccionario son indicados por los 

bra - kets  ( ) ( ){JjjJj αα , NN−1 . Los estados }Jj N α−1

1−N

J

 de la configuración 

 constituyen una base bi - ortonormal completa y por cierto son 

antisimétricos con respecto de las coordenadas de los (N-1) electrones y se 

conocen en la literatura como “estados padres" del estado α  correspondiente 

a la configuración j

j

N. 
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Los coeficientes de parentesco fraccionario están normalizados a la 

unidad satisfaciéndose la identidad [12, 13]: 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )
∑
α

−− δααδ=αααα
J

NNNN JJJjjJjjJjJj ',','',, 11
    (2.36) 

Estos coeficientes (fpc) se escogen de forma tal que produzcan las 

funciones de ondas antisimétricas para la configuración jN, de modo tal que 

son necesariamente nulos para todos aquellos estados de la configuración  jN-1 

prohibidos por el Principio de Antisimetría. 

Adicionalmente, estos coeficientes satisfacen el sistema  de 

ecuaciones: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 0,''

'','''':''':'''''

1

''

122

=×

×

−

−−∑

JjjJj

JjjJjJjJjJJJjJ

NN

J

NN

αα

αα
α

     (36b) 

para  par. ( )jJ 2''' −

De forma tal que si los coeficientes de parentesco fraccionario son 

conocidos para la configuración jN-1, entonces las ecuaciones anteriores (36b) 

pueden ser utilizadas para determinar los respectivos coeficientes 

correspondientes a la configuración jN. Nielson y Koster tabularon estos 

coeficientes de parentesco fraccionario (fpc) para las configuraciones pN, dN y 
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fN, hasta llegar a la semicapa completa. Para configuraciones electrónicas con 

un número de electrones superior a la de una semicapa completa, estos 

coeficientes son raramente precisados, por cuanto  los elementos de matriz 

para configuraciones del tipo l4l+2-N pueden ser obtenidos a partir de los 

elementos de matriz correspondientes a configuraciones electrónicas del tipo 

lN. Es necesario enfatizar  que el sistema de ecuaciones (36b) no fija las fases 

de las distintas funciones propias correspondientes a los diversos estados 

espectroscópicos permitidos de acuerdo al Principio de Antisimetría. Así, para 

las configuraciones del tipo fN, en el esquema de acoplamiento de Russell  -

Saunders { }SL SMLM , los coeficientes de parentesco fraccionario pueden ser 

factorizados en tres componentes, caracterizadas por los números cuánticos 

W, U y vLS [11, 13]. 

La partición de N en tres y dos números enteros sigue el criterio que se 

enuncia a continuación: 

( )321 ,, wwwW =  donde 20 123 ≤≤≤≤ www   (36c) 

( 21,uuU = )  donde 20 12 ≤≤≤ uu    (36d) 

correspondientes a las representaciones irreductibles de los grupos R7 y G2 

respectivamente. 
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En la presente notación R7 =SO(7) y corresponde al grupo expandido 

por las 7 funciones de tipo f  y U2 es conocido como el grupo excepcional. 

Obsérvese que la cadena: R7 ⊃  U2  ⊃   SO(3) es operativa en este caso. 

Adicionalmente, los estados vLS tienen la significación standard  en 

SO(3) y v es un índice adicional que permite distinguir entre estados de 

multiplete de igual valor de L y S y que son ortogonales entre sí. En términos 

de la clasificación anterior, las bases sólo se fijan parcialmente, siendo aún 

necesario introducir elecciones arbitrarias. Los trabajos de B. Judd son 

relevantes al respecto [14]. 

La situación es inmensamente más simple en el caso de 

configuraciones electrónicas del tipo dN para las cuales los términos 

espectroscópicos con igual valor de L y S pueden ser distinguidos entre sí, 

clasificándolos de acuerdo a las representaciones irreductibles del grupo R5 = 

SO(5) que corresponde al grupo de rotaciones en el espacio generado por las 

cinco funciones del tipo d. Acá el número N se particiona en dos enteros de 

acuerdo a: 

( 21, wwW = )   donde 20 12 ≤≤≤ ww    (36e) 

Un esquema alternativo consistente con el anterior, para el caso de 

configuraciones del tipo dN corresponde al uso de los números de señoridad 

que se designan por la letra v [15]. En este formalismo, los estados se 
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clasifican de acuerdo a los valores propios del operador Q definido por la 

relación: 

∑
<

=
N

ji
ijqQ  (37a) 

donde  es un operador escalar definido de acuerdo a: ijq

( ) ( )0,1222 LlLMlqLMl ij δ+=    (37b) 

Adicionalmente los valores propios de Q para la configuración lN están  

relacionados con los correspondientes a la configuración lN-2 por medio de la 

identidad: 

( ) ( ) NlSLlQSLlQ NN −++= − 322αα      (37c) 

El concepto de número de señoridad fue introducido por Racah, 

haciendo  uso de argumentos bastante complicados y es en particular útil para 

configuraciones del tipo dN. Racah demostró la existencia de un cierto 

operador, el cual puede ser diagonalizado a la misma vez que los operadores 

L2 y S2,  haciendo elecciones adecuadas de combinaciones lineales de las 

funciones determinantales de Slater. El valor propio de este operador es 

designado por Q y está en íntima relación con el concepto de número de 

señoridad, donde este último puede ser interpretado en forma simple en 
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términos de los estados espectroscópicos permitidos para la configuración lN. 

Para configuraciones del tipo dN, el número de señoridad v puede ser definido 

por medio de la relación: 

( ) QNv 466 2 +−−=   (37d) 

Para el caso de electrones del tipo d,  los términos de repulsión 

bielectrónicos dan origen a integrales radiales del tipo F0, F2 y F4 y es posible 

definir los parámetros , 0=0 FF ( ) 2=2 491 FF  y ( ) 4=

49FFA

4 4411 FF . 

Para este tipo de configuraciones, Racah definió los parámetros A, B y 

C por medio de las relaciones siguientes: 40 −= , 42 5FFB −=

35FC =

 y 

. Para el caso de electrones d equivalentes, se introducirá una 

energía promedio establecida según: 

4

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 420

63
21

2
1 FFFNNEav  (37e) 

De este modo los términos diagonales de la matriz de energías adoptan 

la forma: 

( ) 442212 FfFfELE av
S ++=+

 (37f) 
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donde los coeficientes f2 y f4 han sido tabulados para configuraciones del tipo 

dN (n = 2,3,4,5) por Slater [15]. Las energías de los multiplotes  

correspondientes a las distintas configuraciones del tipo d

LS 12 +

N, son 

combinaciones lineales de los parámetros de Racah A, B y C. Racah demostró 

que al igualar B = 0, entonces las energías son expresables  de acuerdo a: 

( ) ( ) ( ) CQSSNNANNE ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 12

4
11

2
1

     (37g) 

 De igual manera se cumple la relación: 

( )( vNlvNQ −−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 44

4
1 )   (37h) 

corresponde al número cuántico azimutal o secundario. 

Las energías correspondientes a los multipletes permitidos adoptan la 

forma: 

( ) ( ) ( ) CffNNBfNNANNE ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 422

5
6371

18
7491

9
71

2
1       (37i) 

Igualando los coeficientes correspondientes a C, en las ecuaciones (37g) y  

(37i), se encuentra una expresión para Q: 
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( ) 422

5
6371

9
8

36
5 ffSSNNQ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  (37j) 

de modo que una vez conocido el valor de Q, es inmediato obtener el valor del 

número de señoridad asociado al multiplete, utilizando la ec. (37d). Sin 

embargo, la situación se complica bastante en el caso de  las configuraciones 

del tipo fN y por cierto para abordar adecuadamente esta discusión se precisa 

de elementos adicionales.  

 

Anexo III.3.3 – Operadores y productos tensoriales. 

Al considerar productos tensoriales (productos de Kronecker), sea  

un operador tensorial que satisface las relaciones de conmutación de Racah 

definido como el producto de Kronecker de los tensores 

K
QX

1kT  y U  por medio 

de la relación [2]: 

2k

{ }K
Q

kkK
Q UTX 21 ×=  (38) 

 

donde 2121 ,, kkkkK −+= K  Esta relación conduce a escribir  la identidad: 
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( ) ∑∑ ==
21

2

2

1

1

21

22112122112211
qq

k
q

k
q

qq

KQqkqkUTKQkkqkqkqkqkKQ

                (39) 

Adicionalmente, sí ambos operadores 1kT  y  actúan sobre las 

mismas coordenadas se obtiene que: 

2kU

KQqkqkmjUmjmjTjm

KQqkqkmjUTjmmjXjm

qq mj

k
q

k
q

qq

k
q

k
q

K
Q

2211
''''''

2211

21

2

2

1

1

21

2

2

1

1

'''''''''''''''

''''''

∑ ∑

∑
=

==

α

αααα

αααα

   (40) 

Aplicando el teorema de Wigner - Eckart en ambos miembros, se establece 

directamente una expresión general para el elemento de matriz reducido 

'' jXj αα K  el cual adopta la forma:     

 

( ) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×−= ∑++

12''''

2
1'

''
'

''''''''''1'' 21

kjk
jKj

jUjjTjKjXj k

j

kjKjK αααααα
α

 

                            (41) 

Es necesario recordar que los símbolos 6j están relacionados con el 

acoplamiento de 3 momenta angulares, a saber j1, j2 y j3 [10]. En efecto, se 

pueden seguir dos caminos para llevar a cabo este acoplamiento: (A) Se 

acopla j1  y j2 para  dar la resultante j12 y luego se procede a acoplar  j12  para 

obtener el momento angular total J,  o en su defecto,     (B) se acopla j1   con 
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j23 = j2 + j3   para dar la resultante J. Estos dos conjuntos de funciones, 

producto de los esquemas de acoplamiento (A) y (B), están relacionados entre 

sí por medio de la transformación: 

( ) ( ) ( ) ( ) JjjjjJjjjjJjjjjJjjjj
j

;,;,;,;, 31221233213122123321
12

∑=

              
    (42) 

Los símbolos 6j están definidos por la identidad [10]: 

( ) [ ][ ]{ }

( ) ( ) JjjjjJjjjj

jj
jJj
jjj Jjjj

;,;,

1

2332131221

2
1

2312
233

1221 321

×

×−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++

     (43) 

De igual manera los símbolos 9j se relacionan con el acoplamiento de 4 

momenta angulares, j1, j2, j3, j4, respectivamente. Estos símbolos se definen de 

acuerdo a [9]: 

[ ][ ][ ][ ]{ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=

=×

×=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∑
31

2413

242

3443

34

12212

2442133134431221

2
1

24133412

2413

3443

1221

1

;,;,

jjt
Jjj

jtj
jjj

tJj
jjj

t

JjjjjjjJjjjjjj

jjjj
Jjj
jjj
jjj

t

t

  (44) 

Los símbolos 6j son invariantes frente a permutaciones de pares de 

columnas cualesquiera, como también frente al intercambio de dos filas 
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(tomándolas como parejas). También los símbolos 9j son invariantes frente a 

permutaciones pares de sus columnas y filas, como también frente a una 

transposición. Sin embargo, estos últimos deben ser multiplicados por el factor 

de fase , cuando se realizan permutaciones impares de sus columnas y 

filas. 

( )− i1 ∑ j

1k

Al observar la ec. (39), correspondiente al  acoplamiento: , 

una situación interesante ocurre cuando los operadores 

{ }K
Q

kkK
Q UTX 21 ×=

T  y U  actúan 

sobre las coordenadas de las partículas 1 y 2, respectivamente. 

2k

Considérese el elemento de matriz '''''' 22112211
2

2

1

1
mjjjUTjmjj k

q
k

q αααα   y las 

expansiones: 

22211122112221112211
21

mjmjjmjjmjmjjmjjjm
mm

αααααααα ∑==    (45a) 

'''''''''''''''''''' 2211222111
''

222111
21

mjjjmjmjmjmjmj
mm

αααααα∑=    (45b) 

Es importante recordar que los coeficientes de acoplamiento son 

independientes de '',, 2121 αααα y  en consecuencia haciendo uso de las 

ecuaciones (39), (45a) y (45b), se puede escribir la identidad: 

          (46) 
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''''''''''''

''''''

22222211111122112211

''
221122112211

2

2

1

1

21 21 21

mjUmjmjTmjmjmjmjmjmjjm

KQqkqkmjjjXjmjj

k
q

k
q

qq mm mm

K
Q

αααα

αααα

×

×= ∑∑ ∑
 

Por aplicación directa del Teorema de Wígner - Eckart, en ambos 

miembros de la ecuación anterior, se encuentra que [13]: 

[ ][ ][ ]{ }

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
×

×=

Kjj
kjj
kjj

jUj

jTjjjKjjjXjjj

k

kK

'
'
'

''

''''''''

222

111

2222

1111
2

1
22112211

2

1

αα

αααααα

    (47) 

De dicha ecuación se deducen dos identidades de gran importancia, a 

saber: (A) El operador 1kT  actúa sobre la base de funciones  { }111 mjα  y para 

estos efectos se coloca k2 = q2 = 0 con lo cual el segundo operador  

corresponde a la identidad y (B) El operador T se toma como el operador 

identidad (es decir, k

0

2k

{ }mj

0U

1 = q1 = 0) y el operador U   actúa sobre la  base 

funcional 222α .  En efecto, es inmediato demostrar que en el caso (A), la 

ecuación (47) se reduce a: 

( ) [ ][ ]{ } ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×−= +++

211
1111

22
2

1'
211211

'
'

''

','1'''' 21

jjj
kjj

jTj

jjjjjjjTjjj

k

kjjjk

αα

δαα

   (48a) 
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en el caso (B), se obtiene la identidad: 

( ) [ ][ ]{ } ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×−= +++

122
2222

11
2

1'
221221

'
'

''

','1'''' 21

jjj
kjj

jUj

jjjjjjjUjjj

k

kjjjk

αα

δαα

 (48b) 

Retomando el producto escalar { }0
0

0
0

kk UTX ×= , el cual  es expresable 

por medio de: 

{ } ∑=×=
21

002121
0
0

0
0

qq

kk kqkqkqkqUTX  (49) 

donde es inmediato obtener de tablas la identidad: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= +−

0
0

100
21

21
2211

21

qq
kk

qkqk kk
 

Sin embargo, se cumple adicionalmente: 

( ) [ ] ( )21
2

1
1

11

21 ,1
0
0

11 kkk
qq

kk qk δ−−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−  

con lo cual la expresión (49) adopta la forma: 

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )kkk

q

k
q

k
q

qk UTkUTkX ⋅−=−−= −
−

− ∑ 2
1

2
10

0 111   (50) 
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 deduciéndose la identidad: 

( ) ( ) k
q

k
q

q

q

kk UTUT −∑ −=⋅ 1  (51) 

que corresponde al producto escalar de dos tensores del mismo orden. Por 

cierto es evidente de la ec. (49), que este producto escalar es expresable a 

través de: 

( ) ( ) [ ] { }0
0

2
1

1 kkkkk UTkUT ×−=⋅ −
 (52) 

De las ecuaciones anteriores, es inmediato encontrar  identidades 

generales para el producto escalar ( )kk UT ⋅  en los esquemas { }jmα  y 

{ }jmjj 2211 αα . Por razones de espacio, solamente se indicaran las ecuaciones 

resultantes: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ''''''''''1

',','''

''''

''

2
1

jUjjTj

jmmjjmjUTjm
kk

j

jj

kk

αααα

δδαα

α
∑ −

−

−×

×=⋅
  (53a) 

y también: 

( )
( ) ( ) ( ) ''''

'
'

',',1

''''''

22221111
22

11'

22112211

21 jUjjTj
jjj
kjj

mmjj

mjjjUTjmjj

kkjjj

kk

ααααδδ

αααα

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=

=⋅

++

               (53.b) 
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Anexo III.4.- Diagonalización de la matriz de Energía. 

Anexo III.4.1.- Hamiltoniano no relativista. 

En sistemas con más de dos electrones equivalentes, el concepto de 

coeficientes de parentesco fraccionario es de gran utilidad. En efecto, se  

examinará la evaluación de elementos de matriz que son de ocurrencia en la 

diagonalización del Hamiltoniano polielectrónico. En principio, el Hamiltoniano 

no relativista ∑ ∑
<

+=
i ji ij

eff
inr r

ehH
2

 implica considerar operadores 

monoelectrónicos , y bi electrónicos ∑=
i

ifF ∑
<

=
ji ijr
eG

2
. 

 

Anexo III.4.4.1 Operadores monoelectrónicos. 

La evaluación de elementos de  matriz para configuraciones  de 

electrones equivalentes del tipo (jN), en el caso de operadores 

monoelectrónicos, conduce a relaciones del tipo: 

'' ψψψψ N
NN fNlFl =  (54) 

donde ψ  y 'ψ  son estados electrónicos asociados a la  misma configuración 

(jN). Supóngase a continuación que F es un tensor de orden k, que se 

designará por Fk. En este caso, se precisa de la evaluación de elementos de 
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matriz de la forma: '' JvjFvJj k
NN . En base a ecuación (35) se pueden 

escribir las expansiones: 

( )
( )

( ) jJvjvJjJMjJvjvJMj NN

Jv

NN ,: 11 −−∑=     (55a) 

y 

( ) ( )∑
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−=
Jv

NNNN JvjjJvjJMjJvjMJvj '',:''' 11
    (55b) 

Luego: 

( )
( )

( )

( ) ( ) '',,

'',,'''

11

11

MJjJvjFJMjJvj

JvjjJvjjJvjvJjMJvjFvJMj

N
k

N

NN

Jv Jv

NNN
k

N

−−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

×

×= ∑∑
 (56) 

de donde, al aplicar el teorema de Wigner - Eckart, se obtiene la ecuación: 

( )
( )

( )

( ) ( ) ',,

'',,''

11

11

JjJvjFJjJvj

JvjjJvjjJvjvJjJvjFvJj

N
k

N

NN

Jv Jv

NNN
k

N

−−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

×

×= ∑∑
   (57) 
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Al aplicar la ecuación (48b) se llega a establecer que: 

( ) ( ) ( ) [ ][ ]{ } ( )
( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×−= +++−−

Jjj
kJJ

jfjNvv

JJJJJjJvjFJjJvj

k

kJjJN
k

N

'
,

,'1',, 2
111

δ

δ

   (58) 

De esta forma se puede escribir la identidad general, para el caso de 

operadores monoelectrónicos, como se indica a continuación: 

[ ][ ]{ } ( )

( )
( )

( ) ( ) '',,
'

1

'''

11

2
1

JvjjJvjjJvjvJj
Jjj
kJJ

jNfjJJNJvjFvJj

NNNN

Jv

kJjJ

k
N

k
N

−−+++∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−×

×=
 (59) 

De acuerdo a las reglas de Slater, los elementos matriciales que 

involucran operadores monoelectrónicos del tipo Fk serán nulos sí las 

funciones determinantales difieren en más de un spin orbital. 

Adicionalmente el cuociente de elementos de matriz reducidos 

asociados  a dos operadores monoelectrónicos del tipo F, digamos Fk y Tk’ es 

expresable por medio de la identidad: 

( )
( ) '''´ JvjTvJj

jNtj
jNfj

JvjFvJj N
k

N

k

kN
k

N =  (60) 
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Anexo III.4.1.2.- Operadores bielectrónicos. 

El cálculo de elementos matriciales con este tipo de operadores G, 

puede ser realizado utilizando coeficientes de parentesco fraccionario para dos 

partículas. Sin embargo, en la práctica se utiliza un método más conveniente 

para estos efectos, tal que de las ( ) ( )121 −NN  componentes gij  de G, un total 

equivalente a ( )( )( )2121 −− NN  no involucran las coordenadas del electrón N -

ésimo de modo que es posible escribir: 

∑
≠<−

=
Njj

ijg
N

NG '
2

ψψψψ      (61) 

Al expandir los estados electrónicos vJMj N  en términos de los 

estados ( ) JMjJvj ;N 1−  se establece que: 

( ) ( )
( ) JvjjJvjJvjgJvj

jJvjvJj
N

NJJJvjFvJj

NN

Nij

N
ij

N

vJv

NNN
k

N

',''

,
2

','´

111

'

1

−

≠<

−−

−

∑

∑

×

×
−

= δ

 (62) 

De la ecuación anterior se observa que los elementos de matriz de G 

correspondientes a la configuraci6n (jN) están directamente relacionados con 

los correspondientes elementos de matriz asociados a la configuración 

electrónica (jN-1). Por cierto este proceso puede continuarse y en consecuencia 
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expresar los elementos de matriz asociados a (jN-1) en términos de los (jN-2) y 

así sucesivamente hasta llegar a elementos de matriz de la forma 

∑ '' JvjgvJj ij
22 , para dos electrones, los cuales como veremos son 

fácilmente evaluables. 

 

Anexo III.4.2.- Interacción spin – órbita. 

Para configuraciones electrónicas del tipo (jN), los  estados permitidos 

por el Principio de Exclusión de Paulí pueden ser clasificados sin 

ambigüedades utilizando el esquema (vJM), donde v es el número de 

señoridad y J corresponde al número cuántico asociado al momentum angular 

total. Por cierto, las configuraciones que satisfacen estos requisitos son del 

tipo pN y dN, en cambio en cambio en el caso de configuraciones del tipo fN es 

preciso recurrir a índices  adicionales. 

Sea el Hamiltoniano polielectrónico de la forma siguiente: 

( )( )∑ ∑ ∑
<

⋅++=
i ji i

iii
ij

eff
i slrr

ehH rr
ξ

2

 (63) 

que corresponde al Hamiltoniano polielectrónico en la aproximación de  campo 

central. En esta aproximación se supone que cada uno de los electrones se 

mueve en forma independiente en un campo generado por los núcleos y 
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adicionalmente en un campo promedio creado por los (N-1)  electrones 

restantes. En este sentido, se puede afirmar que cada uno de los electrones 

se mueve bajo la acción de un potencial del tipo ( ) erU i− . En  la ecuación (63), 

el hamiltoniano monoelectrónico efectivo adopta la forma: 

( ) ( )ii
eff
i rZemh 222 2 −∇−= h   (64) 

Soluciones aproximadas a la ecuación de valores propios ψψ EH = , 

pueden ser obtenidas resolviendo las ecuaciones de orden cero, donde el 

Hamiltoniano de orden cero se escribe: 

( ) ( ){ }∑ +∇−=
i

ii rUmH 22
0 2h   (65) 

Si se define el Hamiltoniano 0HHV −=  correspondiente a una 

perturbación de los valores propios y funciones propias de , dicha 

perturbación adopta la forma: 

0H

( ) ( ){ } { } ( )( )∑ ∑ ∑
<

⋅++−−=
i ij i

iiiijii slrrerUrZeV rr
ξ22

   (66) 

Resulta evidente de la discusión anterior que las soluciones de las 

ecuaciones de valores propios 0000 ψψ EH = , para el caso polielectrónico 

pueden ser expresadas como productos de funciones monoelectrónicas. Estas 
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últimas se expresan como productos de una parte radial (que depende de la 

forma del  potencial ) y una parte angular del tipo ( )irU ( )φθ ,lmY . 

De acuerdo a la ecuación (66), el primer término depende 

exclusivamente de las coordenadas radiales y en consecuencia su 

contribución será la misma para todos los niveles de energías. Por cierto, en 

espectroscopia sólo se conocen diferencias de energías entre dos niveles de 

tal manera que cuando se tomen tales diferencias, la contribución proveniente 

de este término se cancelará. 

Una situación interesante es la que dice relación con el caso en que  la 

ruptura debida a la repulsión electrón - electrón,  es mayor que la 

correspondiente ruptura de la degeneración producto de la inclusión de la 

interacción  spin órbita. Esta situación es frecuentemente ilustrada en la 

literatura para el caso de los iones complejos de la primera serie de transición 

(configuraciones del tipo 3dN). En estas condiciones, es posible utilizar como 

bases las funciones de Russell - Saunders, que simbolizaremos por los kets  

{ }

S 12 +

SL SMLM . 

En este esquema de acoplamiento de Russell - Saunders, los términos 

espectroscópicos son de la forma , siendo (2S+1) la multiplicidad de spin. 

Por cierto, la interacción spin órbita es considerada como una pequeña 

perturbación sobre las funciones propias y valores propios correspondientes a 

L
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la ecuación de ondas no relativista. Los elementos de matriz a evaluar en este 

formalismo son del tipo: 

∑
< ji

ij LSreLS '2 αα   (67) 

los cuales son diagonales con L y S y en consecuencia son independientes de 

J y M. 

Además se puede escribir: 

( ) ( )k
j

k
i

ji k
k

k

k
ji ji k

k

k

ij CC
r

re
wP

r
re

re ⋅== ∑∑∑ ∑∑
<

+
>

<

< <
+

>

<
1

2

1

2
2 cos  (68) 

de modo que los elementos de matriz dados por la ecuación (67) son 

expresables según: 

( ) LSCC
r

reLSeLSreLS k
j

k
i

ji k ji
k

k

ij '' 1

2
22 αααα ⋅=∑ ∑ ∑

< <
+

>

<
  (69) 

Adicionalmente se tiene que: 

( )
( ) ( ) ( ) ''''

'
'

',',1

''''''

22221111
22

11'

22112211

21 lUllTl
Jll
kll

MMJJ

MJllUTJMll

kkJll

kk

ααααδδ

αααα

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×−=

=⋅

++  

                (70a) 
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correspondiente a una aplicación directa de la ecuación (53b). 

De la ecuación (68), para el caso de dos electrones, el operador de 

repulsión electrón - electrón adopta la forma simple: 

( )kk

k
k

k

CC
r

re
r

e
211

2

12

2
⋅= ∑ +

>

<
 (70b) 

en consecuencia, en base a ecuaciones (70a-b), se puede escribir: 

( )

( ) ( ) ( ) ''''
'

'
',',1

''''''

'';'''';

2222211111
22
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2211211

2

2211

2211
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RMMJJ
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k
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k
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k

k
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⎭
⎬
⎫

⎩
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=⋅=

=

∑

∑

++

+
>
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                (70c) 

para el caso de dos electrones (configuraciones del  tipo l2), la expresión 

anterior es expresable como: 

( ) ( ) ( )
222

12

22 1;; lCl
Lll
kll

ReMLnlr
eLMnl k

k

kL
L ∑

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=    (71a) 

y al definir: ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
Lll
kll

lClllf kL
k

2
1,  y , ésta adopta la forma: kk ReF 2=

( ) ( ) ( ) (∑=
k

k
kL nlnlFllfMLnlr

eLMnl ,,;; 2

12

22 )  (71b) 
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Otra integral de interés es del tipo  aabbbbaa lnlnr
elnln ,,

12

2
, la cual se 

escribe:                                                           

( ) [ ]
2

2

12

2
1,,

b
k

a

k
aabbbbaa

kLll
aabbbbaa

lCl

lnlnlnlnRelnlnr
elnln ab

×

×−= ∑+−

   (72a) 

donde se ha utilizado la identidad: 

( ) b
k

a
l

a
k

b lClablCl 11 −−=     (72b) 

Sean las cantidades: 

( ) [ ]

( ) ( )
2

2

1,

,

b
k

a
ba

baLll
bak

aabbbbaa
k

bbaa
k

lCl
Lll
kll

llg

lnlnlnlnRelnlnG

ba

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=

=

++−  

con lo cual la ecuación (72a) adopta la forma final: 

( ) ( bbaa
k

k
bakaabbbbaa lnlnGllglnlnr

elnln ,,,,
12

2
∑= )      (72c) 

Las integrales Fk y Gk son las conocidas integrales radiales de Slater - 

Condon, ambas son positivas y tanto Fk como Gk/[k] son funciones 

decrecientes en k. Es corriente en la literatura definir los parámetros: 
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k
k

kk
k

k DGGDFF ==  (72d) 

donde Dk son los denominadores que aparecen tabulados en las tablas de  

Condon y Shortley [16]. 

Así para electrones del tipo p, d y f  se definen las siguientes integrales 

radiales: 

(A) Electrones de tipo p: ( )252
2

0
0 FFyFF ==  

(B) Electrones de tipo d: ( ) ( )44149, 4
4

2
2

0
0 FFyFFFF ===  

(C) Electrones de tipo f:  ( ) ( ) yFFFFFF 1089,225, 4
4

2
2

0
0 ===  

     ( )7361646
6 FF =  

De igual forma, Racah introduce combinaciones lineales de estas 

integrales, de común ocurrencia en la literatura [11]. En efecto, para  

electrones de tipo d: 40 49FFA , 42 5FFB−= −=  y 435FC = ; en cambio, para 

electrones tipo f se introducen las siguientes combinaciones lineales: 

640 46821 FFFA −−= , ( )( )642 915551 FFFB −+= , ( )( 64 657 FFC − )=  y 

. 6462FD =
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Como se ha señalado previamente los términos de  repulsión electrón - 

electrón son responsables de la ruptura de la degeneración de las funciones 

propias del Hamiltoniano de orden cero. Por cierto, la introducción de estos 

términos de repulsión, en el esquema de acoplamiento de Russell - Saunders, 

da origen a multipletes del tipo ( )S 12 +

( )S 12 +

L . Es interesante, en consecuencia, 

introducir la interacción spin - órbita, por cuanto y como veremos más adelante 

su efecto será el de rupturas adicionales de la degeneración de los términos 

de multiplete . L

La corrección relativita más importante al Hamiltoniano  no relativista es 

lejos la contribución proveniente de la  interacción spin - órbita. De modo que 

escribamos: 

( )( )∑ ⋅=
i

iiiso slrH rr
ξ  (73) 

donde ( ) ( )( ) ( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂=

i

i
ii r

rUrcmr 12 222hξ . Los elementos de matriz que 

involucran al operador de interacción spin - órbita son ciertamente diagonales 

en J e independientes de M, sin embargo como no son diagonales en L ni en 

S, pueden acoplar términos espectroscópicos que difieren en L y en S en a lo 

máximo una unidad. 
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En el esquema de acoplamiento ( )SLJMα , los elementos de matriz 

correspondientes a la interacción spin - órbita adoptan la forma siguiente: 

( ) ( ) '''''''''' MJLSlslSLJMlrMJLSlHSLJMl N
ii

N

i
i

N
so

N ααξαα rr
⋅= ∑  (74) 

donde ( ) ( ) drrRrRr nlnli
2* ξξ ∫= , corresponde a la constante de acoplamiento 

spin - órbita para configuraciones del tipo ( )Nnl . La ecuación (74) fue re escrita 

por Racah en una forma más conveniente: 

( ) ( ) ( )( )

( ) '''
'

1'

1211'''''

11

'

LSlVSLl
JSS

LL

lllrMJLSlHSLJMl

NN

SLJ
i

N
so

N

αα

ξαα

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×++−= ++

 (75) 

donde los elementos de matriz reducidos en el miembro de la derecha de la 

ecuación  anterior han sido tabulados por Nelson y Koster para 

configuraciones electrónicas del tipo pN, dN y fN [17]. 

Una situación especial ocurre cuando se utilizan operadores efectivos. 

En la práctica, para las componentes de un multiplete dado del tipo , se 

introduce un Hamiltoniano efectivo: 

( )S 12 +
JL

( )[ ]( )SLLH Seff
so

rr
⋅= +12λ  (76) 
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donde ( Snl 2 )ξλ ±= , tal que para ( )12 +≥ ln  se usa el signo positivo y para 

 se usa el signo  negativo. ( )12 +< ln

( )S 12 +

A modo de resumen se puede decir que, las correcciones debidas a los 

términos de  repulsión  electrón - electrón y a la interacción spin - órbita, 

representan las contribuciones más significativas a las energías de los 

términos  . No obstante, existen otras interacciones, las cuales son 

incluidas en formulaciones más precisas o bajo condiciones especiales. Se 

trata de efectos tales como interacciones spin - spin, órbita - órbita y spin - 

otras órbitas, correcciones menores en todo caso. 

JL

Generalmente, los elementos matriciales correspondientes a 

interacciones más complejas suelen ser expresados en términos de elementos 

de matriz reducidos correspondientes a los operadores Uk y V(lk). Estos 

elementos de matriz reducidos están dados por [11, 13]: 

[ ][ ]( ) { } ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×−= +++∑

Lll
kLL

LLNU kllL
lllll

k
l

l

'

1'''

11

2
1

ψ

ψψψψψψ

 (77) 

donde  es un operador unitario para el caso de N electrones y  kU

( ) ( )∑ ⋅=
i

i
klk usV r

  (78) 
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siendo   unitario. En estos términos se encuentra el elemento de matriz 

reducido: 

ku

( ) ( )( )[ ][ ][ ][ ]

{ } ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−×

×++=

+++++++∑ Lll
kLL

Sss
SS

LSLSsssNlVl

kslLSLS
ll

l
Nlk

l
N

ll
'1'

1'

''121'

11111

1111

ψ

ψψψψ

ψψ

   (79) 

El orden k de los tensores Uk y V(1k) se puede suponer entero par e 

impar.  En efecto, para k par los elementos de matriz de Uk cambian de signo 

al conjugar, en cambio los  de V(1k)  permanecen inalterados. Por el contrario 

para k impar, los elementos de Uk son invariantes al conjugar, en cambio los 

de V(1k)  cambian de signo al conjugar. 
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ANEXO IV 

 

UN MODELO VIBRONICO COMBINADO DE CAMPO CRISTALINO - 

POLARIZACION DE LIGANDOS 
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Palabras Preliminares. 

En este Anexo se desarrollan ecuaciones desarrolladas por el grupo del 

Dr. Acevedo, apropiadas a la evaluación de momenta de transición dipolar 

eléctrico en compuestos de coordinación centrosimétricos de los iones 

lantánidos, actínidos y cúridos. 

El formalismo teórico se desarrolla en el modelo de partículas 

independientes y se hace uso intensivo de los métodos físico - matemáticos 

desarrollados en el Anexo III. Se generaliza  el modelo de Judd – Olfet, el cual 

era el único patrón de referencia aplicable sólo a compuestos de coordinación 

no centrosimétricos, en los cuales los mecanismos de intensidades 

espectrales son distintos a los correspondientes a compuestos de 

coordinación centrosimétricos. En el caso de la formulación de Judd - Olfet, la 

perturbación vibrónica es de naturaleza estática, y la perturbación corresponde 

a las armónicas esféricas impares del potencial de interacción Coulómbico. En 

nuestras ecuaciones, hemos incorporado una perturbación dinámica, la cual 

es expresable como los gradientes del potencial de interacción con respecto 

de las coordenadas cartesianas de desplazamientos nucleares. 

  Estos gradientes son evaluados en la configuración de equilibrio del 

sistema molecular y se proyecta la contribución impar de este  potencial 

dinámico, la cual da origen a términos de interacción no  nulos, que involucran 
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estados del metal central (campo cristalino) y estados de los ligandos 

(polarización de ligandos). 

 

Anexo IV.1.- Método Vibrónico de campo cristalino – Sin clausura. 

Anexo IV.1.1 Introducción. 

Las intensidades de transiciones electrónicas en el enfoque de campo 

cristalino para complejos no centrosimétricos de los iones lantánidos, han sido 

abordadas utilizando el procedimiento de Judd - Olfet [1, 2]. Diversas  

aplicaciones de este método, se pueden encontrar en la literatura, 

fundamentalmente para cálculos de intensidades espectrales haciendo uso de 

la aproximación de clausura. El procedimiento estático (CF) de estos  autores, 

significó en su época un avance importante en la comprensión de los 

mecanismos de relajación radiativos, en el caso de compuestos de  

coordinación no centrosimétricos de los iones lantánidos. El mecanismo de 

intensidades es desde un punto formal el siguiente: Se supone que una 

excitación del tipo  adquiere intensidad espectral a partir de una 

transición del tipo  y/o , siendo la perturbación aquella que es 

derivada de las componentes impares del potencial de campo cristalino. El 

formalismo es desarrollado dentro de las aproximaciones del modelo de 

sistemas independientes, en el cual se supone que los cromóforos (M) y (L) 

ff →

f gf →d→
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interactúan débilmente entre sí, siendo el potencial de interacción de largo 

alcance, es decir de tipo Coulómbico. Cuando se adopta este modelo, 

procesos tales como transferencia de cargas y otros similares son excluidos 

del tratamiento teórico. Un modelo de esta naturaleza presenta cierta realidad 

física especialmente en el caso de aquellos compuestos muy poco covalentes 

y con ligandos monoatómicos.  

El formalismo de campo cristalino de Judd - Olfet es necesariamente 

aproximado en sus supuestos físicos, como también en el método de cálculo. 

Basta recordar que, en este tipo de cálculos de intensidades espectrales 

estamos trabajando con iones metálicos pesados, para los cuales los efectos 

relativistas son bastante importantes. Se requiere en consecuencia de una 

maquinaria compleja de subrutinas, capaces de generar conjuntos 

consistentes de valores propios y vectores propios para los iones complejos de 

los lantánidos. Un modelo de esta naturaleza, exige la introducción de a lo 

menos 4 parámetros de campo cristalino, dos de origen no relativista y los dos 

restantes puramente relativistas [3]. 

Son diversos los intentos en la literatura para parametrizar las energías 

de los estados permitidos en el caso de los iones complejos de los lantánidos 

y existen cálculos reportados por Richardson y colaboradores [4] en los cuales 

se ocupan, para el ion libre, a lo menos 16 parámetros, a los cuales es preciso 

agregar los parámetros de campo cristalino.  Estos procedimientos de 
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optimización, por definición complejos, no aseguran en absoluto resultados 

teóricos razonables y es, en consecuencia, preciso abordar el problema de 

intensidades espectrales utilizando un método distinto basado, 

fundamentalmente en un número menor de parámetros con claro sentido físico 

a expensas de un incremento razonable del error promedio de desviación 

entre las energías calculadas y las observadas experimentalmente. 

El vigoroso desarrollo de la investigación experimental y teórica de 

cristales estequiométricos y no estequiométricos de las elpasolitas, exige un 

esfuerzo adicional y una generalización de los modelos de cálculo existentes 

en la literatura. Se conocen diversos estudios experimentales de alto grado de 

sofisticación en el caso de elpasolitas del tipo Cs2NaLnCl6 [5, 6]. En el caso de 

elpasolitas del tipo Cs2NaYbCl6 y Cs2NaPrCl6 los iones complejos del tipo 

 son tales, que el ion lantánido trivalente positivo ocupa un sitio de alta 

simetría, en muchos de los casos del tipo octaédrico. Es precisamente en 

estos casos, en donde es relevante generalizar el formalismo desarrollado por 

Judd - Olfet, por cuanto para estos compuestos de coordinación 

centrosimétricos, las transiciones del tipo   adquieren su intensidad a 

partir de excitaciones del tipo  y/o  con la cooperación de los 

modos impares de vibración (modos ungerade).  Adicionalmente es preciso 

incorporar la componente de polarización de ligandos al momento de 

transición dipolar eléctrico [7, 8] la cual juega un rol importantísimo en la 

3−

ff →

df →

6LnCl

gf →
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comprensión y racionalización de los modelos de intensidades espectrales. El 

método de polarización  de ligandos ha jugado un rol importante en la 

comprensión del parámetro T(2) de Judd y en el concepto de 

hiperpolarízabilidad  [1, 9]. 

El trabajo realizado por Acevedo et al. [10] sobre el problema similar en 

las series de los metales de transición, ha mostrado que la distribución de 

intensidad calculada es fuertemente dependiente de las funciones de onda 

vibracionales empleadas, las cuales son determinadas por el campo de 

fuerzas supuesto y por las frecuencias vibracionales experimentales, dentro de 

la aproximación armónica. Es probable que consideraciones similares puedan 

aplicarse en la serie de los lantánidos. 

De esta manera, es posible parametrizar las intensidades vibrónicas 

[11, 12], pero el número de parámetros a ser determinado es grande por lo 

que sólo en algunas ocasiones habrá suficiente información experimental para 

una determinación confiable de estos. Luego, los intentos por reproducir los 

valores de estos parámetros a partir de tratamientos dinámicos 

necesariamente imprecisos, son probablemente inútiles. Es preferible adoptar 

un modelo de cálculo en donde la dependencia de la distribución de 

intensidades con respecto a uno o más parámetros del modelo pueda ser 

explícitamente determinada. 
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En el tratamiento de los sistemas metálicos de transición, para evaluar 

el término de campo cristalino, se consideran tanto la aproximación de 

clausura sobre los estados impares intermedios, como el uso de un sólo 

estado impar intermedio en el modelo de Liehr -  Ballhausen. Ambos métodos 

son capaces de dar cuenta de la distribución de intensidad vibrónica para 

varias transiciones electrónicas, pero los parámetros no son los mismos en los 

dos esquemas. El procedimiento de Judd - Olfet se basa en la propiedad de 

clausura para la determinación de parámetros desde datos experimentales, 

pero Judd [1] usa tanto una sola transición  como también la suma de 

transiciones  y  como fuente de intensidad. 

df →

df → gf →

El método de Liehr - Ballhausen tiene la ventaja de claridad conceptual  

y para ciertas transiciones, conduce a una distribución de  intensidad vibrónica 

que es independiente de las funciones radiales del ión metálico central, de la 

carga del ligando y de la energía del estado intermedio. 

Los compuestos Cs2NaLnX6 son cúbicos o levemente distorsionados de 

la simetría cúbica, de tal manera que los iones lantánidos ocupan los sitios 

octaédricos. El espectro electrónico consiste de orígenes electrónicos, dipolos 

magnéticos agudos, de orígenes vibrónicos más  anchos correspondientes a 

los tres modos vibracionales impares 3ν , 4ν  y 6ν  de los aniones  y otras 

características debido a los modos reticulares. Los experimentos muestran que 

3−
6Ln
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la intensidad de los orígenes vibrónicos, tanto absoluta como relativa, varía en 

varios órdenes de magnitud para diferentes transiciones electrónicas en el 

mismo sistema, sin embargo la explicación teórica de estas variaciones de 

intensidad no ha sido aún bien establecida. 

El único estudio teórico detallado sobre intensidades vibrónicas en 

estos materiales fue realizado por Richardson y colaboradores [11] usando un 

formalismo combinado de campo cristalino – clausura - polarización de 

ligandos. 

Desgraciadamente, el modelo fue desarrollado usando una asignación 

incorrecta del espectro vibracional y cuando esto fue corregido, el acuerdo 

entre las intensidades relativas calculadas y las experimentales no fue bueno 

[4, 12, 13]. A lo largo de este anexo exploraremos un método combinado de 

campo cristalino con y sin utilizar la aproximación de clausura - polarización de 

ligandos para transiciones del tipo  en el caso de compuestos de 

coordinación centrosimétricos. Generalizaciones de nuestro formalismo a 

subgrupos del octaédrico pueden ser realizadas haciendo uso del método de 

cadenas de grupos subgrupos, que ha sido ilustrado por Butler [3]. 

ff →
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Anexo IV.1.2. Modelo Vibrónico. 

En primer orden, y en la base de las coordenadas de simetría, el 

Hamiltoniano para el ion  puede ser escrito como [14]: 3−
6LnX

( ) ( ) ∑∑∑∑ +
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

∂
∂++⋅+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧+=

< kt
kt

kt
h

i
iiso

ji iji

eff
i SS

HOVslr
ehH K

rr
ξ

2
   (1) 

donde  denotan las coordenadas de simetría y ktS ( )hOV  es el potencial 

coulómbico octaédrico. La identidad anterior es posible escribirla de la forma 

que se indica a continuación: 

( )
kt

kt kt
SS

HHH ∑ ⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

∂
∂+= 0

 (2) 

donde los valores propios de H(0) pueden ser determinados a partir de un 

procedimiento de optimización, basado en un conjunto suficiente de niveles de 

energía experimentales, que permita obtener los parámetros de repulsión inter 

- electrónica, de campo cristalino y de acoplamiento spin - órbita. 

Debido a que, en muchos casos, la posición de un gran número de 

niveles de energía puede ser estudiado con un grado de exactitud 

(generalmente 0.01%) incompatible con el uso de una configuración del ión 

metálico pura y con el modelo de sistemas independientes, es que ha llegado 
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a ser común introducir parámetros adicionales para mejorar el ajuste. La 

justificación física para los valores de dichos parámetros no es siempre clara. 

El modelo de sistemas independientes supone que las distribuciones de 

carga de los subsistemas metal (M) y ligando (L) no traslapan y que la 

interacción entre ellas puede ser descrita por un potencial coulómbico. Así, de 

acuerdo a Carlson y Rushbrook [15], el potencial de interacción queda descrito 

por: 

( )
( ) [ ] ( ) (LDMDQRTv k

q
k
qLLL

L qk qk

kk
qq

2

2

1

1

11 22

21

21
,, Φ=∑∑∑ +

+ )  (3) 

donde ( )
( ) [ LLL

kk
qq QRT Φ+

+ ,,21

21
] es un tensor que da cuenta de la dependencia 

geométrica de la interacción entre los cromóforos (M) y (L), los cuales se 

suponen débilmente acoplados contribución de la componente de campo 

cristalino (CF) está referida a k2 = 0 y la contribución de la componente de 

polarización de ligando (LP) al caso k2 = l, siendo truncada la expansión 

anterior para términos superiores en k2.  Así, la perturbación en la ecuación  

(2) puede ser escrita como la suma de dos contribuciones [10, 14]: 
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donde  es la coordenada de desplazamiento cartesiano nuclear del  

ligando L-ésimo con respecto al ión metálico central. Los factores geométricos 

de campo cristalino  y de polarización de ligando  han sido tabulados 

previamente [10].  

( ML ss rr
− )

CF LP
qkG

11 qkG α,11

El momento de transición dipolo eléctrico total puede escribirse como la 

suma de  las contribuciones de campo cristalino (CF) y de polarización de 

ligando (LP) al momento dipolar de transición total Tµ : 

LPCF
T µµµ +=  (6) 

Para los cálculos en iones complejos de alta simetría, es conveniente 

reescribir las ecuaciones anteriores en un esquema adaptado por simetría 

para obtener [10, 14]: 

( ) ( ) ( ) kt
L kt i kt

LCF

LCF SiMS
iGeZH ττ

γ
γ τ

γ ,,,
1 Γ
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Γ∑ ∑∑∑
⎭
⎬
⎫
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∂
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( ) ( ) ( ) ( ) kt
L kt i kt

LLP
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iGH α
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γ τ α
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,1 Γ

Γ
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⎩
⎨
⎧

∂
∂

=   (8) 

donde i denota el rango de los multipolos del ión metálico central, τ  es un 

índice  de representación repetida,  es el multipolo del ión metálico  central Γ
γM
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que transforma como la componente γ -ésima de la representación irreductible 

-ésima y  es la componente Γ αµ α -ésima del dipolo transciente inducido 

correspondiente al ligando L-ésimo. 

 

Anexo IV.1.2.1. Componente de Campo Cristalino. 

En base a la ecuación (7), la mezcla de estados impares intermedios 

entre los estados terminales involucrados en la transición ml 2211 γγ Γ→Γ ,  

conduce a un momento dipolar de transición de campo cristalino de la forma: 
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2

22
1

11
1

1
,

2211

γγγµ

γµγγγµ

β

γ

β

γ

β
γγ

ΓΓΓΓ∆+

+ΓΓΓΓ∆=

∑

∑

Γ

−

Γ

−
Γ→Γ

 (9) 

En campo cristalino se define: 

( ) ( )∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

= ΓΓ

L kt

LCF

kt S
iGiA

,

, γγ τ      (10) 

donde los términos ( )τγ ,iAkt
Γ  son listados en el Apéndice 1 y han sido 

evaluados usando un conjunto estándar de coordenadas de simetría definido y 

tabulado en ref. [10]. 
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En la práctica existen dos formas de aproximar la ecuación (9). En  la 

serie de lantánidos generalmente se invoca la propiedad de clausura sobre los 

estados intermedios { }niiγΓ  mientras que en la serie de elementos de 

transición se ha empleado tanto la aproximación de clausura como la 

aproximación de Liehr - Ballhausen para los estados intermedios [16]. 

Para una excitación ( ) ( ) mSJLlLSJ ''''' γαγα Γ→Γ  la ecuación 

(3.9) adopta la forma: 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) mSJLiMlLSJmSJL

iMlLSJiAS
E

Ze

mSJLlLSJ

kt i
ktkt

''''','''''''''''

'',,

'''''

''

γατψψµγαγαµψ

ψτγατ

γαγαµ

γ
ββ

ψ
γ

γ τ

γ

β

ΓΓ+Γ×

×Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆

−=

=Γ→Γ

Γ

Γ

Γ

Γ ∑∑ ∑∑  (11) 

donde ''ψ  da cuenta de los estados electrónicos intermedios 

( ) nSJL '''''''''' γα Γ . Para simplificar esta compleja expresión se desarrollará un 

procedimiento que permita manejar los elementos matriciales de los 

operadores tensoriales entre los estados de los iones lantánidos. 
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Anexo IV.1.2.2. Reducción de los elementos matriciales. 

Sean los operadores tensoriales independientes del spin ( )τγ ,iOΓ  los 

cuales transforman como la componente −γ ésima de la representación 

irreductible Γ ésima del grupo molecular, tal que: −

( ) ( )∑ ΓΓ =
q

i
qiq DRiO ττ γ

γ ,  (12) 

donde  son los operadores tensoriales de Garstang [17]. Los 

coeficientes de expansión 

i
q

ii
q CerD −=

( )γΓ τiqR  han sido tabulados para los casos de interés 

[18, 19]. 

Escribiendo: 

( ) ( ) ( )JMLSkJMCkLSJ
M

αγαγα ∑ Γ=Γ  (13) 

los elementos matriciales relevantes adoptan la forma: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2222211111

2222211111
*

21

222222111111

21

,

,

MJSLDMJSL

mMJClMJCRSS

mJSLiOlJSL

i
q

MM q
iq

αα

γαγατδ

γατγα
γ

γ

×

×ΓΓ=

=ΓΓ

∑ ∑ Γ

Γ

   (14) 
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Aplicando el teorema de Wigner - Eckart a ambos lados de la ecuación 

anterior se obtiene: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) 222211112211;,21

222222111111

,

,

JSLDJSLJJZSS

mJSLiOlJSL
i

ri

r

ααΓΓδ=

=γΓατγΓα
Γ
τ

Γ
γ

    (15) 

donde se han introducido los coeficientes determinados por simetría: 

( ) [ ] ( ) ( ) ( )

( )( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−γΓα×

×γΓατ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
γγγ
ΓΓΓ

−=ΓΓ

−

γΓ

γγγ
+

γ+ΓΓ
τ ∑ ∑∑

+

21

21
22222

11111
*

21

21
2211;,

11

2121

11

1

1

MqM
JiJ

mMJC

lMJCRvJJZ

MJ

MM q
iqrri

 

      (16) 

donde r = 1, 2 y los coeficientes  pueden ser evaluados para las distintas 

transiciones electrónicas  usando las tablas  de Griffith [18] y de 

Rotemberg y col. [20]. Para O = M, 

( )
Γ
τ riZ ;,

ff →

,7,5,3,1, K21 =Γ×Γ⊂Γ i ba,=τ y ; 

mientras que para 1, =β=γ ieµ=O . El producto de dos elementos de matriz 

reducido de operadores independientes del spin es: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )SLDSLSLDSL
kLJ
SJL

kLJ
SJL

JJJ

JSLDJSLJSLDJSL

kk

JJLLkk

kk

21
2221

11

21
''

2211

21

2121

21

''
''

''

12121'21

''''

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×+++−

=
+++++

                (17) 

Asumiendo que los estados intermedios están restringidos a la 

configuración 4fn-15d se puede escribir que: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

fDddDf
kL
LL

kL
LL

SLfSLdSLfSLdSLffSL

LLLn

fSLDdfSLdfSLDfSL

kk

SL

nnnn

kkLL

nknnkn

21

33

212

21

22

3

1

31

2233
1

133
1

1

21
'

2
11

1

3
'2

2'
3

,,

12121'21

''

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

××

×+++−=

=

∑ −−

+++

−−

     (18) 

Los coeficientes de parentesco fraccionario son tabulados por Nelson y 

Koster [21]. Los elementos de matriz reducidos monoelectrónicos pueden ser 

evaluados para dar: 

( ) 23
'

23
1'23 3 kmk

q D
mqm

k
mDm ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−= −
   (19) 

donde  K,7,5,3,1' =−= kymmq  
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  Adicionalmente, para los multipolos más importantes del ion metálico 

central correspondientes a  k = l y k = 3 se tiene que: 

( )
df

df

refDd

refDd
33

1

332

3

−=

=
   (20) 

 

Anexo IV.1.2.3. Componente de polarización de ligandos. 

Para subsistemas de ligandos isotrópicos, la  contribución de 

polarización de ligandos al momento dipolar de transición total  es expresable 

[8, 10 - 11]: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑

Γ

ΓΓ ΓΓ=

=Γ→Γ

kt i
ktkt mSJLiMlSJLiBS

mSJLlSJL

γ τ
γ

αγ

α

γατγατ

γαγαµ

2222211111
,

2222211111

,,   (21a) 

donde las constantes de acoplamiento vibrónico de polarización de ligandos: 

( ) ( )∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−= ΓΓ

L kt

LLP

Lkt S
iGiB τατ αγαγ ,,

,
,,

 (21b) 

se presentan tabuladas en el Apéndice 2. 
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La reducción de los elementos matriciales anteriores conduce  a  una 

expresión del tipo: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
Γ

Γ

Γ
+

Γ+Γ

ΓΓ×

×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ΓΓΓ
−=

=Γ→Γ

∑ ∑ ∑
+

mSJLiMlSJL

ViBS

mSJLlSJL

kt r
rktkt

22221111

21

21,

2222211111

,

,1 11

ατα

γγγ
τ

γαγαµ

γ

αγγ

α

  (22a) 

donde 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )SLDSL
SLL
iJJ

JJJSLfDJSLf

i

JLiSnin

2211
12

21

21222111 12121 21

αα

αα

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×++−= +++

   (22b) 

y 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )SLffSLffSLfSLf
L
iLL

DLLnSLDSL

nnnn

SL

iLLii

22
11

11
21

3
212211

,,
33

1331212 1

αααα
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

×

×−++=αα

−−

α

+++∑
  (22c) 

finalmente 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

000
33

733
i

reD
ff

ii
 (22d) 

para i = 2, 4 y 6. 
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Así, usando las ecuaciones (12 y 22) puede ser evaluado el momento 

dipolar de transición entre dos estados vibrónicos fn de iones complejos 

lantánidos centrosimétricos involucrando un único quantum de vibraciones 

impares. Las ecuaciones anteriores dan la intensidad asociada a una 

coordenada de simetría vibracional en particular, sin embargo  esta intensidad 

puede ser  distribuida entre los modos normales a través de la relación S = LQ. 

Luego, la evaluación de la intensidad vibrónica asociada con una transición 

específica requiere disponer de la matriz L (derivada de las frecuencias 

vibracionales experimentales), de las funciones propias de campo cristalino y 

de las polarizabilidades experimentales en los ligandos. Las otras cantidades 

requeridas, las integrales radiales ( )
fdff

rr , kk  y la carga sobre el ligando, 

pueden ser derivadas a partir de algún modelo físico asumido para el ion 

complejo, por ejemplo usando funciones de Hartree - Fock apropiadas para un 

estado específico de oxidación del ion metálico central y usando una carga 

apropiada para todo el complejo. 
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Anexo IV.2. Intensidades vibrónicas en iones complejos Lantánidos 

centrosimétricos. Método Vibrónico de Campo cristalino – clausura. 

Anexo IV.2.1 Introducción. 

La teoría de acoplamiento vibrónico en compuestos de coordinación 

centrosimétricos de los iones complejos lantánidos ha sido objeto de un 

creciente interés durante las últimas tres décadas [1, 2, 4, 5, 12, 13, 23]. 

Notable éxito ha alcanzado en cálculos que usan un formalismo combinado de 

campo cristalino vibrónico (con y sin aproximación de clausura) - polarización 

de ligandos [8, 10, 22]. Para la transición  del ion  en el 

sistema , se ha demostrado [8] que al adoptar el procedimiento de 

clausura sobre las funciones de onda intermediarias del ión metálico central, la 

distribución de intensidad vibrónica depende tanto de los detalles del campo 

de fuerza intermolecular como del parámetro  adimensional 

gg AE 2
42 → 2−

6MnF

62MnFCs

{ }246

R

0Rrr=α , 

siendo  la distancia de enlace. 0

Judd y Olfet [1, 2] desarrollaron un formalismo para dar cuenta de las 

intensidades espectrales observadas en las tierras raras. Esta aproximación es 

aplicable a compuestos de coordinación no centrosimétricos, en donde 

transiciones electrónicas f - f  roban intensidad de excitaciones f - d y/o f - g a 
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través de la cooperación de componentes impares del potencial de campo 

cristalino. 

Cuando éste modelo es adoptado, la naturaleza explícita de los estados  

electrónicos intermediarios del ion metálico central es irrelevante, excepto en 

la elección de un gap de energía efectivo correspondiente a una transición 

electrónica permitida por paridad y spin. Este formalismo ha sido ampliamente 

usado en aplicaciones a compuestos de  coordinación [1, 2, 4 – 7, 10, 12, 13, 

22]. 

El formalismo de Judd - Olfet requiere de una extensión para ser 

aplicable a compuestos de coordinación centrosimétricos de iones complejos 

lantánidos dada la gran información experimental disponible de IR, Raman y 

espectroscopía vibracional para estos sistemas [4, 5, 8, 10, 12, 13, 21 - 24]. 

Richardson y col. [4, 12, 13, 25] han realizado varios cálculos de intensidades 

para compuestos de coordinación centrosimétricos y no centrosimétricos, 

usando un modelo combinado de  campo cristalino – clausura - polarización de 

ligandos. En todos estos cálculos una creciente parametrización ha sido 

introducida para minimizar la desviación media entre los niveles de energía 

calculados y los observados, poniéndose poca atención sobre los detalles del 

campo de fuerzas intermolecular. Adicionalmente, existe desacuerdo en la 

literatura en relación a las asignaciones espectrales [26, 27], por lo que parece 

necesario reformular el modelo de cálculo a objeto de explicar la distribución 
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de intensidades vibrónica relativas de los falsos orígenes en el espectro de las 

elpasolitas cúbicas. 

En esta sección se presenta un formalismo general para describir, sobre 

una base cuantitativa, cálculos de intensidades vibrónicas en compuestos de 

coordinación centrosimétricos de iones complejos y lantánidos, entregándose 

una completa tabulación de los operadores y elementos matriciales reducidos 

que se requieren. 

 

Anexo IV.2.2. Método de cálculo. Aproximación vibrónica campo 

cristalino – clausura. 

Sea una transición electrónica ( ) ( ) lSJLjLSJ ''''' γΓα→γΓα , donde j y l 

son índices de representación repetida. Adicionalmente, α  y '  son números 

cuánticos extras. Para compuestos de coordinación centrosimétricos de iones 

complejos de lantánidos, el momento dípolar de transición de orden cero se 

anula, de tal manera que es operativo un mecanismo de acoplamiento 

vibrónico en el cual transiciones prohibidas por paridad roban intensidad de 

excitaciones permitidas por paridad y spin, con la cooperación de modos 

impares. 

α
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Es costumbre en la literatura [1, 2, 8, 10, 22] seguir el  siguiente 

procedimiento: 

(a) Usando teoría de perturbación independiente del tiempo para estados 

no degenerados se expanden los estados de Born - Oppenheimer de 

orden cero a una corrección, de primer orden. La perturbación está 

dada por el operador de acoplamiento vibrónico. 

(b) Expandiendo el Hamiltoniano en términos de desplazamientos 

cartesianos nucleares (R) a una corrección de primer orden, éste se 

puede expresar en el espacio de coordenadas de simetría (S) a través 

de la transformación R = (UB)-1S. 

(c) Las ecuaciones de movimiento ( )Λ= LGFL  son resueltas con un campo 

de fuerzas apropiado para describir la dinámica del sistema. 

Posteriormente, se minimiza tanto la desviación media entre las 

frecuencias vibracionales  calculadas, como el término cruzado (CT), el 

cual se define partir de la distribución de energía potencial (PED) como: 

( ) ∑
±

ν =
1k

klliki FLLCT
i  

Una vez que son resueltas las ecuaciones de movimiento vibracional, 

las amplitudes de vibración relativas son establecidas en función de los 
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elementos diagonales de la matriz L ( )L

L

( )

ii . Posteriormente, la normalización de 

los elementos de dicha matriz se realiza usando la restricción LL' = G. Para un 

mismo campo de fuerzas no existe una forma única de definir las fases de los 

elementos . Este punto, el cual es irrelevante en un análisis  de 

coordenadas normales estándar, es crucial en cálculos de intensidades 

vibrónicas en materiales inorgánicos. Una vez que se adopta un criterio de 

fases se procede a la normalización de la matriz L. Finalmente, las 

coordenadas normales son encontradas a partir de la relación Q = L

ij

-1S. 

Así, de las etapas (a) y (b), la componente vectorial ésima del 

momento dipolar de transición asociado con la transición electrónica 

−β

( ) lSJLjLSJ 2211 ''' γΓα→γΓα  se escribe [28]: 

( ) ( )[ ]
[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( ) lSJLHjLSJEE

lSJLHjLSJEE

lSJLjLSJ

CFl

CFj

22
1

11
''

1

22
1

11
''

1

2211

'''''''''

'''''''''

'''

γΓαµψψγΓα−+

+γΓαψψµγΓα−=

=γΓα→γΓαµ

β

ψ

−

β

ψ

−

β

∑

∑     (23) 

donde la función ( ) kSJL '''''''''''' γΓα=ψ  da cuenta de los estados  

electrónicos intermedios del ión metálico central. El operador vibrónico ( )1
CFH  

está dado por [10,  28]: 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }∑ ∑ ∇−−=
L qk

CF
qkL

k
qMLLCF LGMDsseZH

11

11

1

1

1 rr
 (24) 

donde los factores geométricos de campo cristalino ( )LGCF
qk 11

 están definidos por 

[10, 28, 29]: 

( ) ( ) ( ) ( )LL
k
q

k
L

qCF
qk CRLG φθ−= −

+−+ ,1 1

1

11

11

11
   (25) 

siendo    los operadores tensoriales de Racah [21]. ( φθ,k
qC )

Cuando la aproximación de clausura es adoptada, se asume que todos 

los estados electrónicos intermedios relevantes ''ψ  presentan la misma 

energía  y forman un set completo de autofunciones en el espacio de 

Hilbert. 

( )E∆

En estos términos la ecuación (23) puede reescribirse como [1, 2, 10]: 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) lSJLHjLSJ

E

lSJLjLSJ

CF 22
1

11

2211

'''1

'''

γΓαµγΓα⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∆

=

=γΓα→γΓαµ

β

β

 (26) 

donde ( ) [ ] [ ]{ }111 '''' −−− −+−=∆ lj EEEEE  es un gap de energía efectivo, 

correspondiente a una transición electrónica permitida por spin y paridad. 
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Existen dos formas de tratar estos elementos matriciales, dependiendo de si el 

esquema es simetrizado o no. 

 

Anexo IV.2.2.1. Esquema simetrizado. 

En un esquema simetrizado el operador vibrónico de campo cristalino 

puede escribirse: 

( ) ∑
ν

νν=
t

tt
SVHCF

1
 (27) 

donde 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂=

ν
ν

t
t S

VV  y  denota las coordenadas de simetría del sistema. 
t

Sν

Para un ion complejo del tipo ML6, en el grupo doble octaédrico ( )*
hO , en 

la literatura [10] se reporta un conjunto estándar de coordenadas de simetría y 

operadores vibrónicos,  de tal manera que es posible escribir la identidad: 

( ) ( )∑∑
γΓ τ

Γ
γ

γΓ
νν ττ−=

i
iMiAZeV

tt
,,  (28) 

donde  es un índice extra que permite distinguir entre conjuntos de funciones 

de onda ortogonales que transforman de acuerdo a la misma representación 

τ
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( )*irreductible en el grupo doble octaédrico hO   y finalmente el índice i da 

cuenta del orden del multipolo eléctrico en el ion metálico central. 

Debido a que el producto directo Γ×1T  es simplemente reducible: 

( ) ( ) ( ) ( )∑
γΓ

Γ
γ+

γ+ΓΓ
γ

β τΓ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γγβ

ΓΓ
−Γλ=τµ

+

,1, 1
12

1
iTo

T
viM  (29) 

de tal manera que en base a las ecuaciones (27-29), la ecuación (26) es 

expresable como: 

( ) ( )[ ]

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
m

m
m

i

lSJLiTojSJLv

T
viASEZe

lSJLjSJL

t

tt

2221111
21

21

12
11

22221111

,

11,2 11

ΓτΓΓ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

γγγ
ΓΓΓ

×

×−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γγβ

ΓΓ
−Γλτ∆−=

=γΓ→γΓµ

Γ
+

γ+Γ

ν γΓ τ γΓ
+

γ+ΓγΓ
νν

−

α

∑

∑ ∑∑ ∑
++

                                                                                                         (30) 

Los elementos de matriz reducido de la identidad anterior son obtenidos 

a partir de: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) lSJLiTojSJLv

lSJLiTojSJL

m

m

222211111
21

21

2221111

,1

,

21

11 γΓτΓγΓ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

γγγ
ΓΓΓ

−=

=ΓτΓΓ

Γ

γγγ
+

γ+Γ

Γ

∑
+    

                                                                                                                  (31) 
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Por otro lado, los estados vibrónicos adaptados por simetría 

( ){ }kLSJ γΓ , pueden ser expresados como combinaciones lineales de un 

conjunto base de campo débil ( ){ }JMLSα  de acuerdo a: 

( ) ( ) ( )∑ αγΓα=γΓ
M

JMLSkJMCkLSJ    (32) 

donde los coeficientes ( )kJMC γΓα  están dados por Griffith [18, 30] para el 

grupo octaédrico doble. 

Los operadores tensoriales relevantes ( )τΓΓ
γ

,1 iTo  pueden ser escritos 

en términos de los operadores tensoriales de Racah ( )i φθ,qC . Una tabulación 

de estos operadores en un sistema cartesiano está dada por Butler [3], de tal 

manera que: 

( ) ( ) k
q

qk
kq CiTPiTo τΓ=τΓ ∑ γΓΓ

γ
,, 1

,
1  (33) 

Estos operadores han sido determinados para todos los casos posibles. 

Y aquellos no nulos se reportan en el Apéndice 3.  

Con el objetivo de establecer una notación más práctica, resulta 

conveniente definir los coeficientes Z según: 
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( )
( )[ ][ ] ( )

( ) ( ) ( )( )∑

∑

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−τΓγΓαγΓα×

×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

γγγ
ΓΓΓ

−=ΓΓ

−γΓ

γγγ
+

γ+ΓτΓΓ +

qMM

MJ
kq

m
iT

mk

MqM
JkJ

iTPlMJCjMJC

vJJZ

21

11

21

111

21

21
122221111

*

21

21
2211

,;
,

1,'

1

   

        (34) 

de tal forma que los elementos de matriz reducido quedan expresados: 

( ) ( ) ( )

( )
( )[ ][ ] ( ) ( ) 22112211
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,
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Γ

 (35) 

Los elementos de matriz reducidos de acuerdo a Racah [31] pueden ser 

evaluados en base a la identidad: 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )SLCSL
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y 
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L
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                                                                                                      (37) 

con 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

000
33

733
k

C k
 (38) 

siendo n el número de electrones f, encontrándose tabulados en la literatura 

los símbolos 3j y 6j [20]. 

 

 

Anexo IV.2.2.2. Esquema no simetrizado. 

En un tratamiento no simetrizado, dentro del procedimiento de clausura, 

la componente vectorial −β ésima del momento dipolar de transición asociado 

a la excitación ( ) ( ) lSJLjLSJ γαγα Γ→Γ '''  adopta la  forma [10]: 

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '''''''2

'''
1

22
',

11
*1

2211
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CF
MM

αµαγαγα

γαγαµ
β

β

ΓΓ∆=

=Γ→Γ

∑−                        

(39) 

De acuerdo a la ecuación (24) el producto tensorial  puede ser  

reescrito: 

( )1
CFHβµ

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]∑ ∑ ∇−−=
L qk

LL
CF

qkL
k
qMLLCF GMDsseZH

11

11

1

1
,1 φθµµ ββ rr

    (40) 
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donde: 

( ) ( ) ( ) ( )111

1
, 1

11 1
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m
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q T
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 (41) 

con los operadores tensoriales ( )1kl
mT  dados por:   

( ) ( ) ( ) 111

,

11 1
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m D
m
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lT ε
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 (42) 

Definamos ( )1,01 ±== βµ β
β D , siendo ( ) ( φθφθ ,, k

q
kk

q CerD −= )

1kβµ

 los 

operadores tensoriales de Garstang [17]. Así,  el producto tensorial , 

puede ser expresado: 
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De las ecuaciones (39 - 41) se obtiene la identidad: 
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donde los elementos de matriz reducidos ( ) ( ) ( ) '''1 JSLTJLS kl αα  son 

expresados de acuerdo a [31]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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y adicionalmente: 
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                                                                                                                  (46) 

Finalmente, los elementos de matriz reducidos ( ) 33 1klT  pueden ser 

evaluados usando las identidades: 
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y 
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Una tabulación completa de los elementos de matriz reducidos 

monoelectrónicos no nulos está dada por el Apéndice 4. 
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ABSTRACT 
 
 There are a number of stoichiometric elpasolite type systems, for 
which a considerable amount of experimental data is being accumulated 
over the last three decades.  For these purposes, data from linear and non 
linear optics is available, though we must emphasize, that the 
experimental evidence is rather scarce or incomplete, and as a 
consequence is not obvious to claim that many relevant problems in the 
solid state spectroscopy for these systems have been solved adequately.  
We have been working on systems such as  for 

 and Tm , aiming to advance our understanding in 
those electronic and vibrational factors, upon which the one photon 
electronic transitions depend upon.  We have chosen in this article, to 
report a novel strategy to rationalize the normal coordinate analysis so as 
to get a closer and more realistic approach to deal with those contributions 
which determine, what we regard as a natural potential energy distribution 
(NPED).  It is essential to agree on the conditions upon which, we develop 
our convergence tests based on a physical view, so as to discern between 
a selections of experimental assignments from a more comprehensive 
viewpoint.  As a starting point, we review the magnificent contribution put 
forward by Lentz, who may claim priority in this area of the vibrational 
spectroscopy for the cryolite and elpasolite compounds and subsequently 
by other authors, whom have introduced some correction terms in the 
description of the vibrational force field.  It is indeed a major task to 
produce a better description for this interacting potential, based upon a 
maximum of ten vibrational frequencies. In this work, our description is 
based upon a total of seventy two internal coordinates and an initial 
number of ninety eight internal force constants.  We show that the 

62 NaLnClCs
ErHoDyTbEuLn ,,,,Pr,=
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potential energy matrix may be symmetrized by reducing the number of 
these latter to eighty one internal force constants. For each of the 
elpasolite type systems, we have considered a total of three 
representative -matrices, and have calculated both the diagonal and 
non diagonal contributions to the observed vibrational wave numbers, 

F

F

( 16,1303ii νλ = )  for each of the experimental data and have been able 
to understand the sensitivity of the mixing between the symmetry 
coordinates for the same symmetry specie with reference to a given 
vibrational frequency.  It is shown that our current approach is both flexible 
and general so as to work out the most important contributions to the 
vibrational factor.   
 
Key Words: Intramolecular force field, Chloride Stoichiometric Elpasolites. 
 
I. - Introduction 
 
 For the elpasolite type systems, vibronic side bands are usually 
associated with electric dipole transition moments in centrosymmetric 
rare-earths systems.  The are a number of pioneer calculations 
corresponding to vibronic line strengths for these pure and doped crystals 
in a series of papers by Judd [1], Richardson et [2-5] and Satten et al [6].  
These authors were able to advance the state of the art, by focusing both 
the electronic and the vibrational factors, upon which the intensity may be 
rationalized from both a theoretical and an experimental viewpoints.   
 In a recent review, P.A.Tanner[7] went through a hard work to put 
together a vast amount of mainly experimental work, with reference to the 
spectra, energy levels and energy transfer phenomena in highly 
symmetric lanthanide type crystals.  The main goals of the work by Tanner 
was to provide the readers with a comprehensive and updated report, 
regarding the series from ( )04 fLa  to ( )144 fLu , including as well the 3+Y  
ions , which have been for practical purposes labeled by .  It is 
interesting to observe that this work, is mainly to both neat and doped 
hexa- halide clusters with the  ions seated in well determined 
octahedral symmetry sites in elpasolite type crystals such as .  It 
has been claimed by the author that the main goal of the study of the 
electronic spectra for theses systems is to gain experimental information 
about the interaction of the vibrational contribution to the crystal field (CF) 
with the paramagnetic ion as well as to determine the energies and 
symmetry properties of the normal modes of vibrations for the crystals.  
Furthermore, the accurate knowledge of both, the most likely energy 
levels schemes and of the vibrational properties is known to be essential 
for the understanding of the various energy transfer phenomena (ET), 

3+Ln

3+Ln
62 ALnXM
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occurring between lanthanide ions. Apart from the potential applications of 
these systems (efficient phosphors, up converters and solid state laser 
materials), the need for studying lanthanide elpasolites is that they most 
probably comprise the most symmetric crystals available for  ions and 
may  be employed to improve our current understanding of both static and 
dynamic processes in the solid state physics. There are still, though many 
matters open to discussion and in the current research work, we have 
decided to advance one step further and to undertake a thorough and 
careful analysis of the vibrational factor, upon which the rates of decays 
depend upon.  It is essential to understand as much as possible of those 
factor which determine our current knowledge in the spectroscopy of these 
elpasolite type materials.  It is well recognized that to make progress in the 
understanding of the electronic spectra associated with the electronic 
spectra of the  elpasolite type systems; it is a priority the 
understanding and rationalization of the vibrational spectra.  In principle, 
the vibrations of the clusters such as  may be classified in terms of 
moiety normal modes (this stands only if, we neglect the interactions 
between the internal and the external vibrations), say:

3+Ln

62 ALnXM

3
6
−LnX

61: −=iiν , or by 
linear combinations of the symmetry coordinates  of the ten 
atoms system representation for these crystals (this will be discussed in 
the forthcoming sections).  In all cases, we refer our studies to the branch, 
when

101: −=iSi

0
rr

=k , i.e. the optical vibrations.  It is very illuminating to look at, with 
care and caution, table 1, reported by Tanner [7], where the 
transformation properties in the octahedral point molecular group 
accounting for the interaction among the radiation field with single crystals 
and related selection rules are given.  The languages is, though 
sometimes misleading since in the Figure 3 of ref[3], the Cartesian nuclear 
displacement coordinates are given by the symmetry coordinates 

 and not for the normal modes of  vibrations.  This point, it is 
crucial to understand the fundamental since the normal modes of 
vibrations are, in theory only known when the vibrational interacting 
potential force field is modulated by some kind of physical model. Thus, 
the vibrational equation of motion, 

101: −=iSi

Λ= LGFL  should be first of all, solve to 
modulate the normal modes of vibrations either for the cluster  or 
the dynamic equation 

3
6
−LnX

( ) ( ) ( ) ( )kEkkEkD
rrr

2Ω= , for the ten-atoms description 
of the crystal.  In this notation, ( )k

r
2Ω  is a diagonal matrix whose matrix 

elements correspond to the eigen values , associated with the 

eigenvectors 

2
,kp
rω

)( kpie
r

µ . For a crystal, the situation may become formidable 

since the experimental data needed to undertake the full lattice dynamic 
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calculation may be inaccessible and therefore there is an urgent need to 
formulate new models and also some mathematical strategies to 
accommodate the various contributions to the dynamic matrix for long, 
medium range and short range forces in the crystal.   We shall see 
throughout the course of the current work that, within the framework of the 
ten atom- system model only the four u1τ normal modes are infrared active, 
whilst the gg εα ,1 and the g2τ normal modes are Raman active, being the 

u2τ   vibrational inactive in both the infrared and Raman.  P.A.Tanner [7] 
provides an updated source for experimental data for these types of 
systems.  Several studies have been carried out at room temperature and 
infrared spectra measured for systems such as :     (a)  [8-
12], (b) [13], and (c ) [14-16].  Also, Raman spectra 
have been reported in the temperature range from 300  down to for 
the above systems (a)-(c ), and the references may be found, under the 
heading of vibrational spectra, page. 10 of ref[7].  The convention has 
been to assign the four Raman bands to the symmetry coordinates 

 in order of increasing energy, whereas the four infrared bands 
have been assigned to the symmetry coordinates of the 

62 NaLnClCs

62 ALnBrM 62 ALnClM
K10

1245 ,,, SSSS

u1τ -species, say 
 and .  Besides, the 879 ,, SSS 6S u2τ -symmetry coordinate  is taken from 

the vibronic spectra.  It may convenient, thought not easy to prove that the 
association done between the symmetry coordinates due to Lentz [17] and 
the normal modes of vibrations as tabulated by Tanner in Figure  [3].p.11, 
is meaningful.  According to Lentz, for the 10-atom model system, we 
have:  

10S

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1029876 ,,154231221 ,4,2 νννννννννν uuggggvib TTTTEA +++++=Γ  

 
 At this point, when we follow Tanner [7], we observe that the 
following convention (related the 10 atoms system model with the 7 atom 
system models) have for the odd parity modes, been adopted: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )u

uu

bending
bendingstretching

26

10147136

,,7
10,,,710,,,710

τν
ντνντνν

↔
↔↔↔

 

 
 This is a rather important point, which in our opinion deserves some 
careful attention.  We shall see, through the course of the current work, 
the level of approximation to be introduced in the model should this 
convention is to be employed at all.   
 It is also important to bear in mind that for polar vibrations, we may 
divide them into two subsets, say: (a) longitudinal (LO) and (b) transverse 
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(TO), both along the optic branch.  We also know that as for the 
frequencies are concerned, it is observed that ( ) (TOLO )νν > , based upon 
the direction of the displacement with respect to the phonon wave vector 
k
r

.  It is also important to notice that the LOTO −  splitting is not well 
resolved at room temperature for the infrared spectra and there has been 
some discussion, in the literature, to discern which vibronic features of the 
spectra correspond to these modes.  It is also to be said that the tabulated 

u1τ -vibrational frequencies are certainly averaged over the LO and the TO 
components.   
 Finally but not at least, we have worked out a through vibrational 
coordinate analysis, without including the long range interactions for a 
series of clorohalides elpasolite type crystal such as:  for 

 and Tm . 
62 NaLnClCs

ErHoDyTbEuLn ,,,,Pr,=
 The vibrational data employed for our purposes is as given below 
[18] 
 
Tabla 1 

Wavenumbers (cm-1) for the elpasolites  62 NaLnClCs

Ln 1ν  2ν  3ν  4ν  5ν  6ν  7ν  8ν  9ν  10ν  

Pr 282 220 21 114 46 255 105 173 59 77 
Eu 290 228 21 118 47 260 105 176 58 79 
Tb 292 233 (20) 123 45 268 111 182 56 82 
Dy 295 235 (21) 124 45 266 111 181 (61) 80 
Ho 297 239 (21) 127 47 267 114 176 61 83 
Er 297 236 21 126 47 268 116 182 62 86 
Tm 297 237 (20) 127 47 268 118 182 63 88 
  
  
 The above data is close enough to that of Tanner [7], reported in 
Table 2 so has been employed through the course of the current work.  It 
is interesting at this point of the discussion to pay careful attention to some 
of the partial results, reported by Tanner [7], Lents [17] and Ning et al [18].   
In particular, in the review paper by Taner [7], this author refers to three 
model calculations: (a) cal 1: five parameters model within the framework 
of a simple general valence force field, (b) cal 2: a nine –parameters unit 
cell group calculation has been tried, utilizing a general valence force field 
and (c) cal 3: seems to refer to a more complete lattice dynamics 
calculation, within a set of approximation [19].  The conclusion drawn out 
of these calculations are somehow expected, due to the various levels of 
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approximations as well as to the scarce or incomplete set of experimental 
data.  We shall come back to this point latter on in the current paper, once 
we introduce our model and strategy followed trough the current research 
work, to deal with these rather complicated systems.  Our calculations 
must not be regarded as, say cal 4, since the whole approach is different 
and it is by no means an extension of any previous research works in the 
field.  
  
 
 
II.- Normal coordinates analysis in the elpasolite type crystals. 
 
 
(2.1) Preliminary Remarks: 
 
  
 The trivalent positive lanthanide ions in the elpasolite type crystals 
of the type are currently associated with octahedral symmetry 
sites. In this section, we will mention some relevant topics, related with the 
synthesis and structural characterization of these crystals and our main 
emphasis will be in the observed phase transitions, and the conditions 
upon which they take place.  The electronic, vibrational  and Raman 
spectra of these materials show somehow spectral features which are not 
pure at all, and therefore they show an increasing complexity.  We have 
so far, described the electronic spectra in terms of the 0-0’ transition (ZPL) 
and the associated vibronic structure.  It is indeed, straightforward to 
realize the difficulties to be found, when attempting to model the intensities 
associated with  and/or  electronic transitions in the RE 
systems. 

62 ALnXM

ff → df →

It is also relevant to take into account the marked differences 
among the spectra associated with mixed electronic configurations such 
as  and the pure  excitations for these crystals.  
Moreover, it is essential to work a reasonable strategy to get a description 
of the energy levels for these materials, matter which was addressed by 
Richardson. F. S, M.F.Reid and collaborators in a series of research 
papers [5, 7, 20-26].  All the pioneer calculations involve a great number 
or parameters to be fitted from the experimental data, and this is a point 
which we believe it should be addressed from a different viewpoint.  We 
would rather have a smaller set of unknown parameters to be employed, 
within the framework of a semi empirical method rather than a greater set 
of them, mainly because we will rarely and for very few simple systems 
have available a satisfactory set of experimental data.  We should rather 
expect an incomplete set of data and this must be handled with care.  In 

dff NN 544 1−→ ff 44 →
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our view, our main goal is to advance our understanding of these complex 
phenomena, introducing simple but comprehensive model calculation with 
the minimum set of adjustable parameters.   

In this work, we decided to consider from both, experimental and 
theoretical viewpoints, the vibrational factor which together with the 
electronic factor is most likely to determine the rate of both radiative and 
non radiative transitions for these materials.   

The dipole strength ( ) ( ) 2
21 vibFelecFD ∝→  is then proportional to the 

modulus square of the product of both factors mentioned above.  For the 
sake of completeness , it is worth mentioning, once again, the work done 
by Tanner [7], since it does represent a significant effort to show for 
chemists how to deal with various topics such as : the synthesis, structural 
characterization, static selection rules, vibrational spectra, electronic 
transitions between to -allowed electronic states (assisted, in a cubic 
environments, by the odd parity modes of vibrations of the system), 
Raman spectra and the interaction between electrons and phonons and its 
consequences in the mixing in of allowed states, two photon absorption 
experiments ( one and two color), electronic spectra associated with 
transitions such as , the careful study of the trend followed 
in the series of the lanthanide ions of the parameters adjusted by the 
computing program due to M.F.Reid (DOCUMENTATION) and finally, the 
revised and updated work refers to some energy transfer phenomena 
(ET).   

f

dff NN 544 1−→

 As we mentioned earlier on in the text, our attention in this section 
will be focused to the vibrational factor ( )vibF .  To accomplish this task, 
we have available, an incomplete set of rather accurate database from 
linear and non linear optics for a series of Chloride elpasolite type systems 
such , and also some accumulated knowledge about dealing 
with optimization procedures so as to search for global minimum along the 
various hyper surfaces corresponding to the allowed terminal electronic 
states of the vibronic transitions.  

62 NaLnClCs

 As we mentioned above, it is suggested that the strategy to be 
followed should be as flexible and general as possible so as to 
accommodate the various terms which should be considered in this type 
of calculations.  Along these lines, we decided to examine the previous 
research works carried out for these materials by other authors [7,17,18] 
so as to work on them as starting point and then to include in a rather 
novel way the interactions between the cluster  and the counter 
ions; 

3
6
−LnCl

+M  and , all done within the -space group.   In Figure 1, 
we report the model appropriate to describe the vibrational behavior of 
several crystals, such as, , adopting a a 10-atoms system model.  

+A mFm3

62MLnClA
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For the sake of understanding the complexities of these problems, we 
have considered in our vibrational study a fairly complete set of lanthanide 
ions, such as:  and .  A total of 
seven lanthanide ions in elpasolite type crystals such as those reported 
along with the vibrational frequencies in Table 1. 

ErHoDyTbEu 686766656359 ,,,,,Pr Tm69

 Due to our limited experimental data available for these systems, 
we need to develop a new approach to include some mathematical 
constrains in our optimization procedures , so as to minimize as a valid 
physic criterion, the cross terms (interference terms) associated with the 
potential energy distribution (PED).  This strategy give rises to the idea of 
a Natural Potencial Energy Distribution (NPED).   

The main goal of this work is to undertake a careful study of the 
constraints related with any normal coordinate’s analysis for an N-body 
system.  We certainly need to develop sensible criteria to allow us to make 
both lines identifications and assignments for the various peaks and bands 
in both absorption and emission spectra for these complex systems.  This 
approach becomes extremely sensible and relevant, in particular for 
systems having many electrons, where the relativistic effects may become 
very significant, indeed.  For all these cases, a full configuration 
interactions is required to get some idea about energy levels and 
subsequently, static selection rules and most likely identifications and 
assignments of the main features in the spectra.  It does not seem to us, 
that the old criterion based upon a rather excessive parameterization and 
the search for the smallest possible values for the mean square deviation 
(among the observed and the calculated energy levels) seem to be neither 
appropriate nor unique and therefore, some additional requirements 
should be included in our physical and calculation model to make it more 
realiable and sound from a physical point of view. 
 At this point of the discussion, it does seem relevant to refer to the 
work of Lentz [17], who can claim priority in these kind of vibrational 
analysis.  His work was, somehow inspired and motivated by some 
experimental evidence related to systems such as the elpasolites and the 
cryolites,  and , respectively.  In this work, the author put 
forwarded a 10-atoms system model and employed (with the data 
available at that time) a Wilsonian type force field, i.e. a diagonal force 
field.  Though, the limitations of this model, it has been subsequently 
employed to deal with the vibrational behavior of these systems.  He 
introduced the notation: 

62 ´XBBM 63 ' XBM

101: −=iSi , for the various symmetry coordinates 
with references to these systems.   

It is, in a way, rather unfortunate to realize that the crude 
approximations involved in a Wilsonian version for the vibrational force 
field, preclude us of having a sound and sensible description of the normal 
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modes of vibration for this 10-atoms systems model.  It is worth 
mentioning, that the transformation: LQS = , relating the symmetry 
coordinates to the normal coordinates of the system depends upon the 
choice of the vibrational force field.  Moreover, the L-matrix depends upon 
the details of the vibrational force field, so we write: .  Thus, the 
choice of the vibrational force field is by every means some kind of crucial 
for these purposes.  In a recent work, Ning et al [18] attempted to improve 
the work of Lentz, by including a new set of experimental data and also 
some additional non diagonal matriz elements

( )FLL =

( )jif ,  for the potential 
energy matrix . F
 These results of this work are still open to discussion, since there 
are some inconsistencies which must be lifted, in particular those related 
with some negative values for the Hooke type force constants.  It is 
indeed, relevant to realize that by definition these force constants should 
be positive in values and it is not admissible to justify some of the negative 
values for the  parameters, by arguing that it does not matter much, 
since these values are small and/or negligible.   

jif ,

 In our opinion, when this kind of unexpected results appear it might 
well be that the wrong strategy to tackle the problem has been adopted.  It 
must be said, that the calculation itself can not manipulated in any 
possible way, and therefore it seems to be more sensible to look for a new 
model and strategy, in the hope that we will obtain a sensible set of 
internal force constants and also a reasonable description of the normal 
modes of vibrations for the crystal.  We have reported a review article with 
reference to the spectroscopy of the  system, having studied 
several absorptions from the ground state 

62 NaErClCs

( ) 82/15
4 ΓaI  to a fair number of 

excited states.  This calculation was performed so as to test the validity of 
some of the approximations to be employed in the current research work. 
 
 
 
(2.2)Normal modes of vibrations.  A 10-atoms system model. 
 
 
 
(2.2.1)Introduction 
 
 
 It is well established, in the literature that based upon chemical and 
physical differences, we may at least classify the crystals into four different 
categories: (a) ionic, (b) covalent, (c) metallic and (d) molecular. The 

 
677



above categories are employed only for practical purposes, since we also 
know that some crystals show some characteristic properties, which are 
intermediate among some of the above categories within which we have, 
in principle classify our materials.  As for molecular crystals, it is 
interesting to focus our attention, since much of the argumentation to be 
used upon them, will as well be applicable to ionic crystals.   

These molecular crystals show relatively low values of cohesion 
energies, low melting points, softness and deformability, low electric and 
thermal conductivities  as well as they show rather poor mechanical 
properties.  According to the above properties, we may classify these 
molecular crystals in terms of (a) structural arrangements of the atoms 
and (b) nature and strength of the interaction forces.  Some additional 
comments which may be of some interest are (a) The preservation of the 
molecular identity: this is so, since the bonding forces among atoms of the 
same molecules are more intense that those of that between atoms, 
belonging to different molecules.  It is also known that they exhibit some 
deviations for both the bond lengths and bonding angles when the the 
phases corresponding to gas and the crystalline samples are compared.  
This may be explained, as a consequence of the intermolecular potential 
along the intramolecular bonds. (b) For simple molecules (with low 
rotational barriers), it is feasible that in the crystal, the molecules may 
adopt a configuration other than expected, which is by no means stable in 
gas phase.  (c) These crystals are characterized by the occurrence of a 
periodicity of molecular identities, named Bravais lattices, which can be 
found along all the polarization directions of the crystal.   

We are very much aware that the vibrational spectra in gas phase, 
the fundamental modes of   vibrations of the molecules and their related 
overtones may be observed experimentally.  Nevertheless, for crystals, we 
may also appreciate the same bands shifted in frequencies and split in a 
number of components , those which essentially depend on two main 
factors such as; the number of molecules by unit cell and the symmetry 
associated with these cells. The frequency shifts appear to be some wave 
numbers, nevertheless in all of those cases where the directional forces 
are notably intense, these shifting may become of about .  It is 
important to say, at this point of the discussion, that the crystal spectrum 
at low frequencies shows up new bands , which would not be expected to 
appear in the spectra of the sample in the gas phase. 

1100 −cm

These new bands are due to vibrations of the crystal, in which the 
molecules undergo small motions from both translational and rotational in 
character.  It is also well established that in the gas phase, molecules 
undergo free translation and rotational motions, but in the crystal these 
motions are not longer free at all.  These are restricted by backward forces 
as result of the intermolecular forces. These vibrations are named external 
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vibrations and are of different origin of those that of neat molecules 
broadly known as internal vibrations.   Generally speaking both sets of 
vibrations (internal and external) are well enough separated and the 
energy gap is important to be taken into account, for any practical 
purposes.   In a first approximation, we could argue that based upon the 
energy gap between the internal and the external vibrations, the coupling 
between them is either small or negligible.  This approximation should be 
considered with most care, since it is easy to get lost in some kind of 
scientific debate on this matter. It is also to be mentioned that the 
treatment of the external vibrations is also carried out without taking much 
care of the internal vibrations (the coupling among them is assumed to be 
so weak or negligible at all).  When the external  vibrations are treated well 
separated from the internal vibrations, we refer this situation to the so 
called approximation for the rigid rotor.  This is simple to follow, because 
when this approximation holds then the molecules of the system are 
assumed to be rigid rotors and therefore, in this zero order approach, we 
forget all together of the internal degree of freedom.  This way of dealing 
with the N-body problem has the great advantage of reducing in six the 
number of degree of freedom for non linear molecules and in the case of 
linear molecules, this number is reduced only to five (this is because, any 
linear molecule is suppose to lye along the quantization axis Z and 
therefore the rotation along this axis is not an ordinary operation any 
more, so it may be associated with some kind of identity operator for a 
given basis set).  This treatment and suggestion to classify the vibrations 
in both internal and external, in character is employed also in those cases, 
when the so called rigid approximation is no longer valid and/or utilized 
and therefore all the degree of freedom should be considered 
simultaneously.   
 For crystals, it is well known that the normal modes associated with 
these internal vibrations appear al low frequencies in the spectra and also 
they overlap with the crystal modes.  When this situation occurs, the 
spectroscopy becomes very complicated and therefore caution should be 
taken as a serious matter, so as to avoid wrong identification and 
assignment of peaks and bands in the spectra of these materials.  This 
may be the result of some relevant overlapping between excitations 
associated with normal modes of both, the same symmetry species and 
comparable energies.  It is also to be emphasized that the approximation 
of rigid body in the spectroscopy of these materials leaves the door open 
for any further studies associated with the external vibrations.  Following 
the same set of ideas, we can also argue that these crystal vibrations are 
somehow controlled by the intermolecular potential and are widely 
employed as a means to advance our understanding of the very physics 
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nature of the various interactions among molecules, as well as to test our 
potential model so far used in this kind of calculations. 
 For the internal vibrations, they behave as small perturbations in 
the internal force field.   Due to these reasons and other of second order, 
the shifts and splitting associated with the external vibrations are much 
less employed in calculations due mainly to their complexities.    We also 
recognize that beyond the ideas of internal and external bands, the 
spectra associated with crystals show up a number of broad absorptions 
known as sidebands, associated mainly with internal vibrations.  The 
sidebands are the result of the mixing in of the internal modes of the 
crystal. Finally, multi phonon absorptions appear, in the region of the 
overtones and combinations of the internal modes and are currently 
associated with the various internal modes referred to different molecules 
in the unit cell. 
 
 
(2.2.2)Vibrations  
 
 In this section, we aim to put forward a model to help the 
understanding of the advantages and disadvantages when a normal 
coordinates analysis is performed for stoichiometric elpasolite type 
systems.  We know very little regarding the detailded description of the 
interacting  vibrational force field.   

At the very best, we know that, this interacting potential operator is 
a function of the relative distance among the particles of the system.  At 
starting point, we need to work out the known vibrational equations of 
motion: .  When the systems is stable, for a given nuclear 
configuration, then the G matrix is known and can be worked out from 
structural parameters and the masses of the nuclei ions of the crystal. All 
of this, is certainly referred to some nuclear equilibrium configuration         
( ).  Also the 

Λ= LGFL

( )0QQ
rr

→ L -matrix plays a crucial role in the theory since it 
does relate the symmetry coordinates to the normal coordinates of the 
system ( ) LQS =
 The L -matrices represent the amplitudes of vibrations and are 
functions of the chosen force field (the details of the force field should be 
considered with extreme care and accuracy).  The amplitudes of vibrations 
are normalized to the kinetic matrix by means of the transformation: 

.  This kind of normalization condition is solely determined by the 
geometry and the equilibrium configuration for the system.  It should be 
kept in mind that for a given 

F

GLL ='

L -matrix (i.e. for a choice of the force field), 
the kinetic matrix  is fixed.    From the normalization condition, given 
above, it follows that the -matrix must be positive , then its eigenvalues 

G
G
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must be positive.  Next, let B  be factorization matrix of the transformation 
attributed to Cholesky [28] for the L -matrix, then we write: . BBG '=

Also: Λ= LGFL , then if follows: ( ) ( ) ( ) 1111 ' −−−− Λ=Λ= LLLLLLGF .  
Then, we may write: ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )11111111 ''' −−−−−−−− Λ=Λ=Λ= LLLLLLLLLLF .  It 
is interesting to observe that the -matrix obtained using this method, will 
be symmetric and that the eigenvalues of the matrix product GF  will be 
the same as those reported by the experiment (input values).  Next, to find 
a suitable -matrix, it is relevant to define the amplitudes of vibrations 
matrix 

F

F
L  in an appropriate form, and as a consequence, this latter matrix 

must be non singular and its columns should provide a basis set in the 
whole space nR .  Let us introduce, the transformation: '' ABL = , where the 
B -matrix has been defined previously and A  stands for a matrix whose 
columns constitutes an orthonormal basis set in the nR -space, i.e. 

.   1' −= AA
It follows that: ( ) ( ) ( )( )''''''' ABABABABLLG === .  Also, 

( ) ( )11 ' −− Λ= LLF  and '' ABL =  and 1' −= AA .  Thus, we 
write: .   111''' −−− =→=→= ABLABLABL

In terms of these identities, we write, the chain of identities as given 
below: 

 
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } 11111111 ''')(')''(''''' −−−−−−−− Λ=Λ=Λ=Λ= ABABBAABBAABABABF

 
 

We have employed the identity: ( ) ( ) '1111 ABABAB −−−− == , since the 
A-matrix is orthogonal.  Also, we may write the chain of identities, such as: 

[ ]{ } ( ) ( ) ( ) ( '''''' 1111111 −−−−−−− ==== BAABABABAB )  
and therefore, we end up with the matrix identity to be employed to get a 
modeled force field for these systems, then we write: ( ) ( )'' 1

1
−

− Λ= BAABF .  
From this matrix transformation, we observe that the -matrix depends 
solely on the details of the 

F
A -matrix, which must be orthogonal ( '1 AA =− ).    

Next, we shall introduce an algorithm so as to put some restrictions upon 
the -matrix; all its matrix elements should be positive and the following 
constrains should be fulfilled simultaneously:  

F

The restrictions imposed upon this energy potential matrix are as 
described below: 
 
(a) , for all 0, >jif nji ,...,2,1, =  
(b) , for all jiii ff ,, > nji ,...,2,1, =  
( c) , for all jijj ff ,, > nji ,...,2,1, =  
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 Within the 10-atoms system model for these elpasolite type 
systems, the u1τ - symmetry block is 4 x 4 and the symmetry coordinates 
have labeled as ( )9,8,7,6=iSi .   Next, we observe, see Table 1 that for a 
series of systems such as , it follows that: 62 NaLnClCs 9786 νννν >>> .    

A small but useful piece of help, may be obtained from the 
vibrational behavior of, say some diatomic molecule, such as: AB - type.  
We find that the allowed vibrational frecuencies, corresponding to the 

optical branch are those given by the identity: 
µπ

ν k
2
1

= , where the 

reduced mass is denoted by µ , whereas the Hooke type force constant is 
labeled as k .  It is then straightforward to observe that for a set of given 
masses, it follows some kind of trend as follows: k∝ν , and hence we 
might expect for the 4x4 symmetry block and for the diagonal matrix 
elements a given patters as: .  This is, indeed our 
starting point, for the most probably ordering for the diagonal matrix 
elements.  The conditions to be fulfilled by the -matrix are somehow 
written as given below: 

99778866 ffff >>>

F

 

Conditions upon the -matrix  =  F
⎩
⎨
⎧

otherwisefalse
satisfiedareconditionsalliftrue

 
  
Algorithm: 
 
Be  and , two given matrices G F
B is the factorization matrix of the -matrix (Cholesky) G
 
While: Conditions upon falseF =  
Â -matrix (random) 
if 0≠A , then 

  A is an orthogonal matrix generated by Â  
  ( ) ( )'' 11 −− Λ= BAABF  
  If these conditions upon F  are fulfilled , then 
              Stop 
              F  is feasible 
  end (If) 
 end(If) 
end(While) 
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(2.2.3) Assignment Criteria 
 
 
Preliminary Remarks 
 
 

As we discussed, previously in the text, we will either never or very 
rarely have enough experimental data to fit the parameters needed to 
accommodate several effects in these types of systems.  We observe that 
for the short range interaction contributions to the dynamic matrix, ( )kd

r
, 

the choice of the - matrix is by all means a crucial step.   F
It is then obvious, the many reasons we have to put much effort and 

energy to work out some criteria to discern among all the possible 
potential energy matrices, since a unique solution is not possible. There is, 
though a criterion which may help to choose the most representative 
vibrational potential for these N-body systems.   
 In this section, we will put forward a methodology to be taken into 
consideration, when dealing with both identifications and assignments of 
spectral features of the spectra.  We have explored these criteria in 
previous works in this field with a fair degree of success [29-32].  We need 
to work on the basis that potential energy distribution plays an important 
role in spectroscopy and therefore a criterion is needed to discern among 
a set of possible potential energy matrices, the most appropriate and 
sound from a physical viewpoint which may be employed to discuss both, 
the identification and assignments of peaks and bands in the spectra of 
these systems.  We must follow this procedure to the lack of experimental 
data and simultaneously our need to advance the state of the art in this 
broad area of the spectroscopy of new materials.   
 
 The strategy to follow is a given below: 
 
A) The short range contributions to the dynamic matrix obey the 
vibrational equation of motion:  Λ= LGFL , where 'LLG = .  Thus, we write 
the general identity: FLL'=Λ , and the elements of the diagonal matrix 

are denoted by Λ ),...,2,1( sii =λ , being -the number of normal modes of 
vibrations for the system.  It is known, that these eigenvalues of the 

- matrix may be expressed as:

s

GFH = ii λν 16,1303= .  In this notation, 
the waved numbers associated with each of the normal modes of 
vibrations for the systems have labeled as ( )1−cmiν .  From the identity: 

FLL'=Λ , we write the general identity:  
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rk
rk

ikirkk

s

k
ik

s

r

s

k
rkikiri fLLfLfLL ,,,,

1

2
,

1 1
,,, ∑∑∑∑

≠== =

+==λ . 

 
We observe that the terms iλ  may be regarded as a partition into two 
terms; a diagonal and non diagonal contributions.  The first terms on the 
right hand side of the above identity is expected to be the major 
component to the total values of the iλ -values.  These non diagonal 
contributions may be regarded as an interference term, which needs to be 
considered in detail (based solely upon the fact, that the diagonal 
components of the - matrix is expected to be bigger than the non 
diagonal elements, then many researchers either neglect these terms from 
the very beginning, renormalizing the above general identity for 

F

iλ , since 

they assumed that the condition is currently fulfilled: .  

For a series of compounds and transitions of the type  and , 
we have studied the above assumption and we found no reason to believe 
that this approximation is to be considered seriously.  We have instead, 
considered the complete identity as given below: 

.  Thus for each 

1]/)[( ,

2

1

2
, ≈∑

=
ikk

k
ik fL λ

dd → ff →

)]/)[(]/)[(1 ,,,,
1

2
, i

s

rk
rkikirikk

s

k
ik fLLfL λλ ∑∑

≠=

+= iλ , we may write: 

(1)  ( ) ( ) dn
i

d
ii

s

rk
rkikirikk

s

k
ik PEDPEDfLLfL −

≠=

+=+= ∑∑ )]/)[(]/)[(1 ,,,,
1

2
, λλ

 
 A close looks at the above identity show (for a given frequency), 
that the potential energy distributions (PED), depends on both the 
amplitudes of vibrations and the force constant matrices.  We also know 
that , i.e. these amplitudes of vibrations depend parametrically on 
the details of the assumed force field .  Thus, considerer a 2x2, 
symmetry block and also that both the  and 

( )FLL =
F

F L  matrices are well 
established and ay be considered good enough the for the sake of the 
vibrational problem.  In this case, we write in matrix notation: 
 

(2)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211

2212

1211

2212

2111

2

1

0
0

LL
LL

ff
ff

LL
LL

λ
λ

 
and the conditions is met: 0222221112112122211111211 =+++ fLLfLLfLLfLL , 
and as for the potential energy distribution, we may also write the general 
identity (for a given foce field): 
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(3)  
( ) ( )
( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211

PEDPED
PEDPED

  
 Here, we define, for a given iλ -value: ( )∑=

k
ikPED ,%100 .   

 
B) Matrix notation suitable for computing calculations:  

 
At his point of the discussion, it is convenient to introduce a more 

general notation, suitable for computing calculations as given below:  
 
(4)  [ ] jijiji fLMdiagonal ,

2
,, =

 
and also: 
 
(5) [ ] lli

ill
jlljiji fLLdiagonalnonM ,,,, ∑

≠

=−−  

 
 In this approach, as we mention earlier on in the text, we may 
proceed to sum the above two matrices (4) and (5) to produce the  
and it is straightforward to realize that the summation of all the matrix 
elements along a column of the - matrix will produce as results the 
eigenvectors associated with the 

dndM −+

dndM −+

GFH = -matrix for each and all of the 
symmetry blocks.  Similarly, it is relevant to notice that from the above 
defined matrices (4) and (5), we obtain the matrix elements corresponding 
to the natural potential energy distribution (in percentage) to give the 
general expression: 
 

(6) ( )
[ ]

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= −+

j

jidnd
ji

M
PED

λ
,

, 100  

 
 
C) The Potential Energy Matrix 
 
  
 This criterion will be employed, throughout the course of the current 
section to illustrative our strategy and methodology to deal with the 
vibrational behavior of N-particles systems, with reference to the 

-type system, for  62 NaLnClCs ErHoDyTbEuLn ,,,,Pr,=  and Tm .  As we 
mentioned earlier in the text, Ning et al [18] made available a valuable set 
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of experimental data for a series of  different elpasolite systems as well as 
a physical model to describe the dynamic behavior of the vibrating 
systems.  When this work is compared with that of Lentz [17], we realized 
that many points, remains still obscure and some additional theoretical 
work is required.  The model introduced by Ning et al, may be regarded as 
useful though with a minor applicability.  These authors included a new 
force constant, named “h” as a freely varying parameter so as to improve 
the quality of the fitting between the experimental and the calculated 
vibrational frequencies.  A close look at the results of their work indicates 
that the fitting seems to be better, though there still problems to be solved 
as far as the potential energy matrix employed in the calculation. 
 We anticipate that a careful analysis of the - matrix elements for 
each of the allowed symmetry species, within the framework of the 10 – 
atoms system, as described by Lentz [17] and subsequently revised by 
Ning et al [18], indicates that the potential energy function employed in 
that calculation is very approximate and therefore should be re studied on 
the  basis of the new experimental data available.   

F

All of these facts, motivated us to undertake a careful theoretical 
analysis of the force field to be employed and in this way to get a better 
and closer description of the “true normal modes of vibrations” for these 
systems.   

In this piece of work of ours, we do not claim that the problem has 
been solved accurately and we can anticipate that there are still some 
points which are open to discussion.  Having said this, we can say, though 
that this represents in our view, a serious attempt to advance the state of 
the art for those short range contributions to the dynamic matrix ( )kD

r
.  We 

can also mention that, work has been done in our laboratory, to do some 
theoretical work for these elpasolite-type systems, including the potential 
in the approach of Born-Mayer-Buckingham and a substantial progress 
has been achieved.   

This work will soon be reported, and we will also like to get involved 
in broad areas such as full lattice dynamic calculations for various cystals, 
explicit calculations of phonon densities and a new version of a dynamic 
vibronic method to deal with these N-particle systems.   

In section (2.2.2), we report a methodology and strategy to get a 
sensible description of the - matrices, with explicit references to these 
crystals.  Much of that information is already given in the text previously so 
we will not repeat it here. 

F

 
To build a potential energy function for the system, we proceeded 

as follows: 
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(1) A representative set of internal force constants were chosen so as to 
include as many interactions as possible, among bonded and non bonded 
nuclei ions in the crystal. Six different sets of bonded and non bonded 
force constants were included.  The reader is referred to Figure 2.  (a) 

 (bonded stretching,{ } 6,...,2,1; =∆ iri ClLn −  ), (b) { } (non 
bonded stretching, 

6,...,2,1; =∆ iRi

ClNa − ), (c) ( ){ }ClLnCli −−∆ ,1α , bonded bendings, 
twelve in total, (d) ( ){ }ClNaClji −−∆ ,β , non bonded bendings, twelve in 
total, (e) ({ ClClqi )}−∆ , non bonded , twelve in total and (f) 

( ){ }ClCsCld ji −−∆ , , non bonded, twenty four in total.  As we observe, the 
total of internal coordinates employed in the current approach is seventy 
two, in total. 
(2) The next step in our analysis has been to introduce a number of 
contributions compatible with the set of internal coordinates, defined 
previously in (a).  We have organized the whole range of interactions and 
also the identification of each and all of them in Figure 3 and Appendix VII. 
The total of, diagonal and non- diagonal interactions terms (internal force 
constants), is ninety eight in total.  For illustrative purposes, we have 
drawn a pictorial representation of these interactions in the 10-atomos 
system model.  The Hooke-type force constants have been labeled as x[i]; 
i = 1, 2, …., 98  
(3) An interesting, though complicated situation appears, when attempting 
to symmetrized the basis set of the internal coordinates so as to obtain the 

-matrix, (U is such that: ), relating the symmetry to the internal 
coordinates, by means of the identity: 
U +=UU

LQS = ,  where .  Having in 
mind the model in study, the number of vibrational freedom should be 24 
in total, however in the summation the restricted - symmetry 
coordinates has not been included.  Thus, we write:  

( )FLL =

( 31 ST g )

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1029876154231211 ,,,4,2 STSSSSTSSTSTSESA uuggggvib +++++=Γ  

 
(4) The problem was solved by introducing linear combinations of the sets 
of the internal coordinates, introduced in (1): (a)-(f), and therefore we 
report in Appendices I and II, the symmetry coordinates in terms of the 
internal coordinates and also in terms of the Cartesian nuclear 
displacement coordinates.   
(5) Having obtained the U -matrix, it is relevant to observe: (a) We have 
chosen 10 symmetry coordinates to model the dynamical behavior of our 
system and (b) 38 internal coordinates out of the total, i.e. 72 are included 
in the calculation (we have included only the linear independent internal 
coordinates). Thus, we may write transformation as given below: 
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( ) ( ) ( 1383810110 xsxUxS = ) , where small ( )138xs  corresponds to the matrix 
of the linearly independent internal coordinates.  The problem has been 
tackled, by working the symmetrized potential ( )symF and kinetic energy 

( )1−
symG matrices, employing general relations such as: 'UXUX sym =  

(similarity transformation).  We have been able to block these matrices, 
imposing upon the system the general condition among the Hooke-type 
for constants: 
 

94,93,88,87,86,85,84,83,76,75,74,73,72,71,22,21;0][ == iix  
 

(6) Following the methodology expressed previously in this section, we 
reproduced the G -matrix as given by Lentz [17]. 
(7) As for the  and ( 222 xT g ) ( )441 xT u  symmetry blocks, we followed the 
methodology and mathematical procedure, already explained in section 
(2.2.2).  We focused our attention upon the , 
for .  For the 2x2 block, we list the most 
representative -matrix, whereas for the 4x4 symmetry blocks, we 
decided to list for each elpasolite type crystal up to three potential energy 
matrices.   

62 NaLnClCs
TmErHoDyTbEuLn ,,,,,Pr,=

F

 We have employed the criterion of the natural potential energy 
distribution to discern among several sets of -matrices  At this point of 
the discussion, we may argue, that the conditions  

 upon the 
system produces blocks of symmetry well determined and as expected the 
fitting among the observed and the vibrational frequencies is exact (the 
reader is reminded that this is condition upon which is based the 
transformation attributed to Cholesky [28].  This information for the series 
of Chloride elpasolite crystals is collected in the Appendix III.  It can be 
observed that each and all of the matrix elements informed in this 
Appendix are positive and the eigenvalues of the  matrix are the 
observed frequencies (the fitting is by definition exact). 

F

94,93,88,87,86,85,84,83,76,75,74,73,72,71,22,21;0][ == iix

GFH =

 
(8) In the present section (B), we introduced the criteria leading to the 
concept of natural potencial energy distribution (NPED), and we defined 
the following matrix elements [ ] jijiji FLMDiagonal ,

2
,, =  and 

[ ] ∑
≠

=−
ill

lliilljiji FLLdiagonalMnon ,,,, , thus for the 2x2 symmetry block 

, whereas for the 4x4 symmetry block 2,1=ll 4,3,2,1=ll , respectively. 
 In this scheme, we generate a new matrix; say  as the 
summation over the diagonal and non-diagonal matrices given above.  

dndM −+
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Therefore, the straightforward sum over each column of this matrix will 
reproduce the eigenvalues of the GFH = - matrix, for all and each of the 
symmetry blocks.  It is then possible, to evaluate the potential energy 
distribution matrix ( )PED , whose elements may be regarded in 
percentages, according to the general expression: 
 

[ ]
[ ]

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= −+

j

jidnd
ji

M
PED

λ
,

, 100  

 
 It is straight to realize that the summation along lines (columns and 
rows) should amount to 100 %.  All these information is collected in 
Appendix IV. 
(9) The symmetrized 'UFUFsym =  and its matrix elements are given in 
terms of the Hooke-type force constants in Appendix V.  Next, for 
illustrative and informative purposes, we introduce a new set of relative 
internal force constants as given below: 
 
 

[ ] [ ] 88661 279 FFxxX −=−=  

[ ] [ ] ( ) 6888662 22231 FFFxxX −+=−=  

[ ] [ ] ( ) 6888663 22264 FFFxxX ++=−=  
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )88664 226431 FFxxxxX +=−+−=  

[ ][ ] [ ] ( )22115 3
28252 FFxxxX −=−+=  

[ ] [ ] [ ] ( )8822116 32
3
29241 FFFxxxX ++=−+=  

[ ] [ ] [ ] ( )6622117 62
3
29263 FFFxxxX −+=−+=  

[ ] [ ] ( )897869678 32156230
6
14038 FFFFxxX −++−=−=  

[ ] [ ]
32

252210
4442 89786967

9
FFFF

xxX
−+−

−=−=  

[ ] [ ] [ ] [ ]

( )897869686766

10

63032231526
3
1

53514948

FFFFFF

xxxxX

−−+−+=

=+−−=
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[ ] [ ] [ ] [ ]

( )897869686766

11

63032231526
3
1

70684645

FFFFFF

xxxxX

+++++=

=+−−=
 

 In Appendix VI, we list the numerical values obtained throughout 
the course of the current work[cal(1), cal(2), cal(3)], for a total of seven 
systems of the type: , where:72 NaLnClCs ErHoDyTbEuLn ,,,,Pr,=  and Tm .  
The heading cal(1), cal(2) and cal(3) corresponds to the three different 
force fields, we have illustrated in this paper for the ( 441 xu )τ -symmetry 
blocks. 
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Figures and Captions 
 
 
 
Figure 1:  10- atomos system model for the elpasolite type crystal  62 ALnXM
 

 
 
 
 
Figure 2:  Set of internal coordinates 
 
 
Figure: Coordinates r∆   (6)          Figure: Coordinates R∆   (6) 
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Figure: Coordinates  (12) α∆
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure: Coordinates  (12) β∆
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Figure: Coordintes (12) q∆
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure: Coordinates  (24) d∆
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Figure 3. 
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Appendix I 
 

Symmetry coordinates in terms of the internal coordinates 
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The new primed set of internal coordinates is defined in terms of the original 
internal coordinates as given below: 
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Appendix II 
 
Symmetry coordinates in terms of the Cartesian Nuclear Displacement Coordinates 
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Appendix III 
 
The F -matrix elements for the Chloride Elpasolites 
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b)  62 NaEuClCs
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c)  62 NaTbClCs
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d)  62 NaDyClCs
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
031871.008529.014829.003355.000000
008529.075359.009297.006033.000000
014829.009297.059150.010096.000000
003355.006033.010096.001418.100000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

1DyF

 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
028701.004617.013923.010144.000000
004617.080236.011286.000968.000000
013923.011286.059889.008542.000000
010144.000968.008542.004865.100000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

2DyF

 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

13361.0000000000
033271.006912.007496.030624.000000
006912.076882.002093.005816.000000
007496.002093.071926.001872.000000
030624.005816.001872.096664.000000
0000015939.001594.0000
0000001594.032075.0000
000000000921.000
0000000015290.10
00000000081677.1

3DyF

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
714



e)  62 NaHoClCs
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f)  62 NaErClCs
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g)  62 NaTmClCs
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
047293.024897.005955.009336.000000
024897.073004.006595.011216.000000
005955.006595.061818.000902.000000
009336.011216.000902.091227.000000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

1TmF

 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
057704.029295.009288.000827.000000
029295.069539.019720.002679.000000
009288.019720.062648.006901.000000
000827.002679.006901.085790.000000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

2TmF

 

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

16167.0000000000
051764.028395.000477.006938.000000
028395.076138.014332.001328.000000
000477.014332.052001.003016.000000
006938.001328.003016.001420.100000
0000017392.001739.0000
0000001739.033644.0000
000000000835.000
0000000017261.10
00000000084149.1

3TmF

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
717



Appendix IV 
 
L-matrix elements and natural potential energy distribution 
(The  and  symmetry blocks) ( 222 xT g ) )( 441 xT u

 
 
Some relevant equations, employed throughout the course of the current work.  
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For all i,j-values, the new [ ]dndM −+  is considered as the sum of the above 

defined matrix elements, see (1) and (2). The summation of all the elements in a 
given matrix, along a column will produce the eigenvalue of the matrix . As 
we mentioned, in the main text of this manuscript the 

GFH =
( )PED )-matrix elements 

obtained as percentages are: 
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The L and the (PED) matrices for the  and  symmetry blocks gT2 uT1

 
 
 
(A) -symmetry block: gT2

 
 
(1)  62 Pr ClNaCs
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=−+

−

00124421.000001102.0
1079565.100764165.0 6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00124601.000765268.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8559.991441.0
1441.08559.99

... DEP  
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(2)  62 NaEuClCs
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
086683.0003191.0

006179.0167834.0
L  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

= − 001308.0107738.1
000011.0008178.0

6Mdiagonal  

 
[ ]0013194.00081804.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

10327.910327.9
10327.910327.9

diagonalMnon  

 
[ ]00001865.000001865.0. −=sumdiagnon  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⋅
=−+

−

00129901.000001110.0
1076117.100818803.0 6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00130077.000819913.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

8646.991354.0
1354.08646.99

... DEP  
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(3)  62 NaTbClCs
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
086703.0002612.0

005057.0167871.0
L  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

0011983.0100873.1
100701.8008893.0

6

6

Mdiagonal  

 
[ ]0012064.00088947.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

10989.610989.6
10989.610989.6

diagonalMnon  

 
[ ]000013978.0000013978.0. −=− sumdiagnon  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=−+
−

−

00119134.01007646.8
1008103.100890062.0

6

6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00119242.000890869.0: =+ nodiagdiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9093.990907.0
0907.09093.99

... DEP  
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(4)  62 NaDyClCs
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0867041.0002563.0

0049626.0167874.0
L  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00119824.01004713.1
1089942.700903938.0

6

6

Mdiagonal  

 
[ ]00120614.000904042.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

10858.610858.6
10858.610858.6

diagonalMnon  

 
[ ]0000137166.00000137166.0. −=− sumdiagnon  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=−+
−

−

00119138.01090542.7
1004114.100904624.0

6

6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00119242.000905414.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9127.990873.0
0873.09127.99

... DEP  
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(5)  62 NaHoClCs
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0867005.00026825.0

00519391.0167867.0
L  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130736.01025156.1
1007597.900948061.0

6

6

Mdiagonal  

 
[ ]00131644.000948187.0. =sumdiag  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

108319.7108319.7
108319.7108319.7

diagonalMnon  

 
[ ]0000156638.00000156638.0. −=− sumdiagnon  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=−+
−

−

00129953.01008347.9
1024406.100948844.0

6

6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00130077.000949753.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9043.990957.0
0957.09043.99

... DEP  
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(6)  62 NaErClCs
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0866989.000273257.0

00529072.0167864.0
L  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130746.0102988.1
1026951.900933131.0

6

6

Mdiagonal  

 
[ ]00131673.000933261.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

109786.7109786.7
109786.7109786.7

diagonalMnon  

 
[ ]0000159573.00000159573.0. −=− sumdiagnon  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=−+
−

−

00129948.01027744.9
1029087.100933929.0

6

6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00130077.000934857.0: =+ nodiagdiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9008.990992.0
0992.09008.99

... DEP  
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(7)  62 NaTmClCs
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
0867005.000268255.0

00519388.0167867.0
L  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=
−

−

00130736.01025155.1
1007591.900948063.0

6

6

Mdiagonal  

 
[ ]00131643.000948188.0. =sumdiag  

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅−⋅
⋅−⋅

=−
−−

−−

66

66

1083186.71083186.7
1083186.71083186.7

diagonalMnon  

 
[ ]0000156637.00000156637.0. −=− sumdiagnon  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅

=−+
−

−

00129953.01008341.9
1024405.100948846.0

6

6

diagonalMnonMdiagonal  

 
[ ]00130077.000949754.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

9044.990956.0
0956.09044.99

... DEP  
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(B) -symmetry blocks: uT1

 
(1)  62 Pr ClNaCs
 
a1) : 1PrF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0880867.00453618.00514831.00382889.0
0282453.00223126.00703336.0138042.0
00422731.0145074.00434167.00459526.0
0018878.00666885.00618643.0135919.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00194124.0000514799.0000663112.0000366778.0
000519407.0000324128.000322063.00124061.0
0000115856.00136448.000122209.000136902.0

1094425.200367422.000316186.00152625.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00247517.0018158.000826769.00294044.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

⋅−−
⋅−−

=−
−

−

000207092.00000964405.00000542775.000102962.0
000222634.00000705381.0000520947.000386656.0

1059612.3000210557.000013038.0000230071.0
1093741.7000577865.000107001.000375929.0

6

6

diagonalMnon

 
[ ]000425385.0000534287.000177561.000888555.0. −−−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=−+
−

00173415.0000418359.0000608835.00013964.0
000296773.000025359.000269969.00162727.0

1098944.70138554.000109171.000159909.0
0000108817.000309635.000209185.00190218.0

6

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00204979.00176237.000649208.003829.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

6011.8437385.237811.964691.3
4782.1443891.15843.414986.42

389769.0618.78816.1617627.4
530867.05693.172216.326783.49

... DEP  
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a2) : 2PrF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−

−
=

0978386.00336546.00146302.00549038.0
00552958.00215799.00751658.013839.0
0267121.0121757.0041338.00883957.0
0226266.0107848.00573216.0106411.0

L  

 
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00279878.0000331159.00000625815.0000881357.0
0000222979.0000339608.000412021.00139666.0
000508972.00105746.000121893.000557366.0
000373672.000848934.000239821.000826469.0

Mdiagonal  

 
[ ]00370372.00197347.000779993.00286863.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
⋅−−

−−−
−−−

=− −

000885184.00000865821.0000238287.000216761.0
1044322.8000217741.0000525565.000228337.0

000371611.0000409342.0000318591.000275474.0
000405583.000139739.0000225399.000239796.0

6diagonalMnon

 
 

[ ]00165393.000211105.000130784.000960368.0. −−−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=−+

00191359.0000244577.0000175705.000304897.0
0000307411.0000121868.000359465.00162499.0
000137361.00101653.0000900337.00083284.0
0000319112.000709195.000217281.00106626.0

diagonalMnonMdiagonal

 
 

[ ]00204979.00176237.000649209.003829.0=−+ diagnondiag  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

3558.9338778.170645.296284.7
49972.1691499.03696.554392.42
70125.66797.578682.137509.21
55681.12411.404686.328471.27

... DEP  
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a3) : 3PrF
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0833502.00548523.00426426.0046466.0
0323204.00163245.00615785.014211.0
0065252.0120203.00790523.00657282.0

00898331.0100013.00417316.0122178.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00199647.0000864645.000052256.0000620467.0
000734553.000018739.000266617.0014201.0

0000235795.000800167.00034608.00023925.0
0000651301.000807269.000140552.00120475.0

Mdiagonal  

 
[ ]00281973.00171264.000805506.00292614.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅−−−

=−

−

00038077.0000393897.00000601008.000131754.0
000371851.0000206371.0000545009.000394764.0

0000118818.0000490081.0000808183.000158439.0
1043488.5000593056.0000269895.000217895.0 6

diagonalMnon

 
 

[ ]000769938.0000497294.000156299.000902853.0. −−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00161569.000125854.0000582661.000193801.0
000362703.0000393761.000212117.00181487.0

0000116978.000849175.000265262.000397689.0
0000596952.000747963.000113563.00142264.0

diagonalMnonMdiagonal

 
 

[ ]00204979.00176237.000649207.003829.0: =−+ diagnondiagSum  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8224.781412.797496.80614.5
6946.1723427.26732.32398.47

570681.01837.488593.403862.10
91226.24408.424926.171544.37

... DEP  
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(2)  62 NaEuClCs
 
b1) : 1EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0779908.00753108.00211608.00410906.0
0145104.00195472.00841734.0131765.0
0608182.012036.00550256.00617525.0

00969139.0086023.00333893.0134218.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00276133.000257482.000020328.0000766508.0
000129058.0000234204.000434285.00106421.0
00189253.000741206.000154919.000195112.0

0000932897.000735007.000110733.00178929.0

Mdiagonal  

 
[ ]00487621.00175711.000720265.00312527.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−
−−⋅−

=−

−

00134666.000215651.0000365621.000128189.0
0000247114.0000101621.0000258567.000173514.0

00147581.000097797.00000813584.00021711.0
0000481367.00023638.01002249.500336543.0 6

diagonalMnon

 
[ ]00289531.0000669053.0000710568.000855356.0. −−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=−+

00141467.000473132.0000162341.00020484.0
000104347.0000132583.000408428.00123772.0
000416725.000839003.000146783.000412223.0
000045153.000498627.000110231.00212584.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00198089.00182402.000649208.00398062.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=

4157.71939.2550059.214592.5
26766.5726872.09117.620938.31

0372.219975.456096.223557.10
27943.23367.279793.164046.53

... DEP  

 

 
729



b2) : 2EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=

0869717.00396212.00434152.00535882.0
0261372.00162003.00692525.0138919.0
00268594.0100302.00746158.00969085.0

00444644.0126788.00338241.00968713.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=
−

00192453.0000399413.0000479569.0000730645.0
000512101.0000196735.000359507.00144663.0

1004418.500703423.000389277.00065663.0
0000153174.00124542.0000886364.000727026.0

6

Mdiagonal  

 
[ ]00245699.00200846.000885378.00290335.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

⋅−−−
−

=−
−

000253712.00000537285.00000266016.000140795.0
000233515.0000453624.0000994794.000435864.0

1084565.9000693617.000142954.000421766.0
0000121156.0000750886.00000360268.0000788459.0

7

diagonalMnon

 
 

[ ]000476096.00018444.00023617.00107727.0. −−−=− sumdiagnon  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⋅

=−+
−

00167081.0000453141.0000506171.000213859.0
000278586.0000256889.000260028.0018825.0

1005962.400634062.000246323.0010784.0
000027433.00117033.0000922391.000805872.0

6

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00198089.00182402.000649207.00398062.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

3465.844843.279675.737251.5
0637.1440837.10531.402915.47

204939.07618.349422.370911.27
38488.11623.64208.142449.20

... DEP  
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b3) : 3EuF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0852846.00412484.00435092.00549779.0
0376002.000712915.00635017.0139796.0
00815283.0129618.0060632.00669546.0
0136666.00949737.00554847.011974.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00253514.0000593027.0000659816.000105351.0
000917098.00000329694.000261581.00126772.0

0000425117.00107454.000235124.000286716.0
000160449.000774852.000264459.00123167.0

Mdiagonal  

 
[ ]0036552.00191199.000827145.00289145.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−−
−−−

=−

000906965.0000402858.0000266166.000320577.0
000514192.00000915261.0000141436.000358929.0
0000266529.0000454173.0000570659.000126149.0
000226491.000102259.0000801113.000283515.0

diagonalMnon

 
 

[ ]0016743.0000879745.000177937.00108917.0. −−−=− diagnon  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=−+

00162818.000019017.0000393649.000425928.0
000402905.0000124495.000247437.00162665.0

0000158588.00111996.000178058.000412865.0
0000660428.000672594.000184348.00151518.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]0019809.00182402.000649208.00398062.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

1939.8204258.106353.67.10
3395.20682534.01137.388642.40

800587.04006.614269.273719.10
33399.38743.363958.280639.38

... DEP  
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(3)  62 NaTbClCs
 
c1) : 1TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0787083.00642358.00371849.00465033.0
0325161.00206319.00631039.0139394.0
0185175.011266.00865631.00669252.0

0101026.0101132.0027816.0124288.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00205685.000136998.0000459088.0000718007.0
00077401.0000311621.000291516.00142245.0

000197016.000729246.000430528.000257345.0
0000991925.000994023.0000751976.00150132.0

Mdiagonal  

 
[ ]00312707.00189143.00084315.00325291.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−

=−

000664444.000118532.0000039555.000169888.0
0004278.0000330554.0000326127.000365486.0

000155082.0000306391.0000859831.000219788.0
0000331045.000123153.00000492182.000221283.0

diagonalMnon

 
[ ]00128043.0000590742.000117629.000976444.0. −−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00139241.000255531.0000419533.000241689.0
000346211.0000642175.000258903.00178793.0

0000419337.000759886.000344545.000477132.0
000066088.000870871.0000801194.0017226.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422936.0=−+ diagnondiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4022.751008.1378251.571455.5
7482.1829235.36851.352743.42

27081.29584.384893.472814.11
57883.36485.44043.117297.40

... DEP  

 

 
732



c2) : 2TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0897613.00655814.00322814.0021596.0
015126.00559619.00824039.0121428.0
0197724.01352.00696956.00384675.0

00398871.00592556.00208615.0150295.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00184414.0000984412.0000238518.0000106748.0
000147393.000201749.000437445.000949873.0
000231869.00108413.000288095.0000877635.0
0000205551.000453643.000056227.00291841.0

Mdiagonal  

 
[ ]00224396.00183796.000805619.00396672.0. =diagSuma  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=−

−

000207754.0000911927.0000174322.0000222548.0
0000188389.0000479156.0000290386.0000629306.0
000170289.0000604753.0000427328.0000883503.0

103574.4000870417.00000910574.0000891018.0 7

diagonalMnon

 
 

[ ]000397318.000112542.000080098.000262638.0. −−=− diagnon  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00163639.000189634.00000641953.0000329296.0
000128554.000249665.000408406.0010128.0
0000615799.0011446.000245362.000176114.0
0000201194.000366602.0000653328.00300751.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422935.0: =+ nodiagdiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

6143.887223.9884817.0778597.0
9615.68.122915.56947.23
3347.36825.588188.3316408.4
08951.17952.1800495.91103.71

... DEP  
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c3) : 3TbF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

081989.00556392.00355235.00527889.0
0330389.00111741.00659312.0139041.0
0149043.0105375.00870512.00781245.0

00103816.0112851.00236364.0115134.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00217328.00100084.0000407977.0000900927.0
00080337.00000918944.000319923.00142281.0
000135279.000676207.000461484.00037169.0

1006359.10125678.0000551327.00130813.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]003113.00204226.000877337.00319272.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−

⋅−

=−

−

000707485.0000484246.00000527576.000253055.0
000460413.0000294462.0000435569.000326246.0
000103407.00000786038.000114388.000312105.0

1094715.40016767.0000114047.000145227.0 6

diagonalMnon

 
 

[ ]00126636.0000917569.000151816.00103663.0. −−−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=−+

−

0014658.000148509.0000355219.000343147.0
000342957.0000386356.000276366.00174906.0
0000318718.000668347.000347096.000683795.0

1001074.60109501.0000665374.00145336.0 6

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00184664.0019505.000725521.00422936.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3766.7961387.789606.411346.8
572.189808.1092.383552.41

72594.12653.348409.471678.16
325496.014.5617098.93635.34

... DEP  

 
734



(4)  62 NaDyClCs
 
d1) : 1DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0840585.00639552.0032139.00408154.0
021672.00248106.00705188.0136998.0

0254677.012006.00768035.00635314.0
00775959.0093357.00297543.0129828.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00225192.000130359.0000329195.000053093.0
000353946.0000463888.000374756.00141437.0
000383646.000852613.00034891.000238742.0
0000610648.000883907.0000897869.00170943.0

Mdiagonal  

 
[ ]00305058.00191327.000846373.00341564.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=−

−

000450954.000107366.0000204824.000103927.0
000114208.0000272561.000043683.000235911.0
000286096.000028405.0000638895.000202646.0

1020861.800147165.0000072042.000208348.0 6

diagonalMnon

 
[ ]000859466.0000158621.000120851.000750832.0. −−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00180097.000237725.0000124371.00015702.0
000239738.0000736449.000331073.00165028.0

0000975496.000881018.000285021.000441388.0
0000528562.000736743.0000969911.00191778.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00219111.00192913.000725522.00416647.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1942.823229.1271422.176865.3
9414.1081752.36324.456087.39

45206.46692.45285.395938.10
4123.21904.383685.130288.46

... DEP  

 
735



d2) : 2DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0906158.00580387.00230852.00417404.0
0132279.00245776.00722833.0137195.0
0257385.0120752.00745031.00648369.0
00161305.00950834.00297542.0128793.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00235668.0000966781.0000152953.0000500041.0
000140396.0000484674.000419223.00151025.0
000396751.000873255.00033243.000251765.0

1072851.200948067.0000928379.00173946.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00289655.00196647.000859787.00355148.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−
−−

=−

000394899.0000481849.0000232084.000118652.0
0000167165.0000378176.0000551563.000143948.0
000282753.0000329853.0000657869.000209409.0
0000110731.000156325.0000098871.000142981.0

diagonalMnon

 
 

[ ]000705441.0000373372.000134265.00061499.0. −−−=diagnoSuma  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⋅−

=−+

−

00196178.000144863.00000791311.000168656.0
000123679.0000862849.000364067.0016542.0
000113998.00090624.000266643.000461174.0

1034461.800791742.000102725.00188244.0 6

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00219111.00192913.000725522.00416647.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

5335.8950924.709068.104795.4
64458.547274.418.507027.39
20276.59766.467519.360687.11
38084.00414.411588.141807.45

... DEP  
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d3) : 3DyF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0955545.00393491.00299463.00477401.0
0175704.00137256.00720524.013834.0
0138114.0142099.00405095.00545353.0
0259869.0075018.00580081.0129802.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00303787.0000515153.0000298369.0000758288.0
00023735.0000144839.000399135.00147135.0

000137202.00145235.000118032.000213916.0
000652794.000543997.00032527.00162864.0

Mdiagonal  

 
[ ]00406522.00206235.000872274.00338974.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−−
−−−

=−

000975404.0000447521.0000473773.000254929.0
0000844082.00000182624.0000155029.000165868.0
0000871276.0000260383.0000108025.0000485557.0
000727163.000116342.0000731061.000307451.0

diagonalMnon

 
 

[ ]0018741.00013323.000146789.000776805.0. −−−=− diagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=−+

00206247.00000676314.0000175404.000330758.0
000152942.0000163102.000383632.00163722.0
0000500746.00147839.00010723.000262471.0
0000743695.000427655.000252164.00193609.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00219111.00192912.000725485.00416654.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

1287.94350582.041775.293843.7
98009.6845473.08794.522944.39
28535.26355.767804.142995.6
39414.31685.22758.344676.46

... DEP  

 

 
737



(5)  62 NaHoClCs
 
e1) : 1HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0838183.00640309.00324507.00408516.0
021631.00246813.00700728.0137091.0

0254677.0120087.00767792.00634629.0
00775627.00933171.00297416.0129773.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00222323.000129743.0000333237.0000528108.0
000362374.0000471779.00038028.00145553.0
000381169.000847478.000346437.000236689.0
0000607245.000878982.0000892866.0016999.0

Mdiagonal  

 
[ ]00302749.00190338.000849328.00344493.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−

⋅−−

=−

−

000423801.0000957466.0000200515.00010585.0
000120757.0000220006.0000323253.00021152.0
000284591.0000144453.0000451673.000206364.0

1023481.700182662.0000134853.000229188.0 6

diagonalMnon

 
[ ]000836383.0000793603.0000840587.000752921.0. −−−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−
−

=−+

00220671.0000422072.0000010005.000232729.0
0000921703.0000890462.00036803.0015607.0

000016541.000436907.000293304.000332338.0
0000746.000300969.000123302.00205154.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1239.823623.1273432.177956.3
0272.1179264.34683.457119.39

40775.46701.453679.395543.10
44122.2175.384295.139543.45

... DEP  

 
738



e2) : 2HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−
−

=

0904137.00581289.00234192.00417768.0
013241.00244451.00718362.0137287.0

0257342.0120779.00744792.00647687.0
00161236.00950428.00297415.0128738.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00234431.0000969018.0000157286.0000500514.0
000144703.0000493199.000425918.0015556.0
000393123.000865946.000329288.000249021.0

1071253.200942513.0000922941.00172927.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00288485.00195468.000863228.00358395.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−−
−−

=−

000382981.0000405566.000024213.000120365.0
0000195324.0000318699.0000430331.00011529.0
000280045.00000928674.0000473225.000213943.0
000011181.000193799.0000166098.000164308.0

diagonalMnon

 
 

[ ]000693739.00013066.0000979588.000613906.0. −−−=− diagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⋅−

=−+

−

00196133.000137458.00000848439.000170416.0
00012517.0000811898.000382885.00167089.0
000113078.000856659.000281965.000462965.0

1046843.800748714.000108904.00189358.0 6

diagonalMnonMdiagonal

 
 

[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0=−+ diagnondiag  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

5131.8953601.710868.10596.4
71265.545114.40327.508035.39
16077.59654.468452.360286.11
386491.00474.412308.141083.45

... DEP  
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e3) : 3HoF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0906098.00540801.00451808.00259088.0
0178858.00479583.00732952.0129573.0

00551952.0145454.0054463.00289589.0
000831063.00523546.00453499.0147294.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00201337.0000717216.0000500589.0000164615.0
000236303.000169895.00039683.00124017.0

0000192949.00133995.000187864.0000531133.0
1065151.700303661.000227841.00240352.0 7

Mdiagonal  

 
[ ]00226974.00188523.000862594.00371326.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−
−−−

⋅−−
⋅−−

=−
−

−

0000380705.00000492816.0000129244.0000395743.0
000037675.0000182277.0000288157.000209365.0

1039968.7000128518.00000460523.00000331432.0
1051904.4000509031.0000509798.000232337.0

6

6

diagonalMnon

 
 

[ ]0000786262.0000612071.000097325.000484591.0. −−−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=−+

−

0019753.0000667934.0000371346.0000560358.0
000198628.000151668.000368014.00144953.0

0000118952.0013528.000183259.0000564277.0
1028419.500252758.000176862.00263586.0 6

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00219111.00182402.000765269.00419785.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1508.9066188.385248.433487.1
06518.931502.80895.485303.34
542885.01659.74947.233442.1
241165.08572.13111.237906.62

... DEP  

 

 
740



(6)  62 NaErClCs
 
f1) : 1ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−
=

0780462.00538022.0048372.00501454.0
0392546.00199649.00528207.0141454.0

00574084.0113228.00876155.00667559.0
00124196.0104099.00321695.0120828.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ⋅

=

−

00226726.000107745.0000870933.0000935963.0
0012242.0000316668.000221655.00158966.0

0000198587.000772515.000462552.000268521.0
1053857.10108093.000103227.00145626.0 6

Mdiagonal  

 
[ ]00351285.00199286.000874527.00340804.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

⋅−−

=−

−

000589952.0000139902.0000229543.000211071.0
000648127.000051844.0000218745.000315875.0
0000199693.0000154386.0000740259.000178663.0

107348.8000956449.00000922376.000115704.0 6

diagonalMnon

 
[ ]00124931.0000423525.0000821698.000821312.0. −−−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−

=−+
−

00167731.0000937547.000110048.000304668.0
00057607.0000835109.000199781.00190553.0

1010626.100787953.000388526.000447184.0
0000102734.000985288.0000940028.00157196.0

7

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00226354.00195051.000792357.00422935.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

=

101.7480668.48886.1320365.7
45.252815.42135.25055.45

00488729.03974.400342.495734.10
453863.05144.508637.11168.37

... DEP  
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f2) : 2ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

069494.00625306.00428999.00571.0
0458403.000699444.00580946.0138613.0
0196514.01049.00892526.00750346.0

00792383.0111748.00263641.011501.0

L  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

002455141.000198475.0000934188.000165498.0
0014104.00000328361.000226525.0012896.0

000233705.000665931.000482081.000340723.0
0000604308.00120189.0000668979.00127308.0

Mdiagonal  

 
[ ]00415594.00206958.000868923.0030689.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−
−−−

⋅−

=−

−

000983152.0000719946.0000166994.000324491.0
000727746.0000129286.0000127899.000351698.0
000191322.0000100807.0000831866.000258159.0

1082014.900193918.0000105299.0002261.0 6

diagonalMnon

 
 

[ ]0018924.000119076.0000765662.00116045.0. −−−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00146826.00027047.0000767194.000489989.0
000682649.0000162122.000239315.0016413.0
0000423831.00065585.000398895.000598883.0
000070251.00100797.0000774278.00149918.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00226354.00195051.000792357.00422935.0: =−+ diagnondiagSum  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8655.648666.1368243.95854.11
1585.30831178.0203.308074.38

87243.16246.333428.501602.14
10359.36776.5177183.9447.35

... DEP  
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f3) : 3ErF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0838432.00659196.00418984.00266412.0
027063.00574156.00649682.012841.0

00758159.0132578.0079307.00355946.0
00488745.0061269.00310131.0147421.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00206045.000127366.0000514542.00002208034.0
00053668.000241558.000309288.00120825.0

0000333538.00101992.000364962.0000616475.0
0000286718.00045058.000115446.00260861.0

Mdiagonal  

 
[ ]00265916.00183943.000841151.00389932.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

⋅−−

=−

−

000199105.0000527366.00000340739.0000473248.0
000186294.0000449157.000008493.000139692.0

0000190894.0000574009.0000318703.0000271161.0
1087087.8000439737.0000118369.000115896.0 6

diagonalMnon

 
 

[ ]000395617.000111079.0000487929.000330029.0. −−=− sumdiagnon  
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00186134.000180103.0000548616.0000681282.0
000350386.000286474.000300795.00134795.0

0000142644.00107732.000333092.0000887635.0
0000375427.000406607.000103609.00272451.0

diagonalMnonMdiagonal

 
 

[ ]00226354.00195051.000792358.00422935.0: =−+ diagnondiagSum  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2317.8223365.992384.661084.1
4796.156871.14962.378713.31

630183.0233.550381.4209875.2
65858.18462.200761.134192.64

... DEP  
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(7)  62 NaTmClCs
 
g1) : 1TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−
−−

=

0685045.00580382.00550576.00523714.0
0471085.00169603.00449191.0142073.0
00199928.0123092.00801838.00582869.0
0096453.0095559.00464109.0122798.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=
−

0022194.000159304.000143362.000129714.0
00162011.0000209996.000147302.00147356.0

1047095.200936654.000397458.00021002.0
0000848701.000833041.000196501.00137564.0

6

Mdiagonal  

 
[ ]00392685.00195.000884622.00318893.0. =sumdiag  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⋅−−
−−

=−
−

000749924.0000152733.0000114271.000263464.0
000848206.000020098.000014436.000435538.0

1011843.2000457031.00000466886.00007925.0
00001055.000080565.0000438816.000262172.0

6

diagonalMnon

 
[ ]0015897.01009458.5000647071.00104042.0. 6 −⋅−=− −sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

=−+
−

00146948.000174577.000154789.000393178.0
000771903.0000410976.000161738.0019091.0

105252.300982357.00035077.00028927.0
0000954201.000752476.000152619.00163781.0

7

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00233715.00195051.000819915.00422936.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

8747.6295033.88786.182964.9
0275.3310702.27262.191393.45

0150833.03642.507812.4283957.6
08275.45785.38614.187248.38

... DEP  
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g2) : 2TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−
=

0608581.00553461.00549127.00636639.0
054016.000791059.00446646.0140478.0

00893517.00873991.0097416.00881713.0
0129941.0128441.00164568.0097576.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00213719.000176759.000174002.00023388.0
00202896.00000435157.000138725.00137229.0

0000500164.000478543.000594523.000487037.0
000144855.00141529.0000232342.000816816.0

Mdiagonal  

 
[ ]00436102.00207494.000930483.00291002.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−−

−−−
⋅−−

=−

−

000905973.0000262262.0000214168.000319271.0
001077.0000237382.0000159222.000542974.0

0000366516.0000462356.000124418.000355816.0
1024612.400080686.00000835613.000101277.0 6

diagonalMnon

 
[ ]00202387.000124434.000110567.00131934.0. −−−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=−+

00123122.000202985.000195418.000553151.0
000951957.0000193867.000122803.00191526.0
0000133648.000432307.000470104.000842853.0
000140608.0013346.0000315903.000918092.0

diagonalMnonMdiagonal

 
[ ]00233715.00195051.000819916.00422936.0: =−+ diagnondiagSum  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

6804.524068.10834.230788.13
7315.4099393.09775.142849.45

571843.01639.223357.579286.19
01623.64233.6885287.37076.21

... DEP  
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g3) : 3TmF
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−−

−
=

0669204.00635807.00489386.00540331.0
0506505.00256093.00357843.0142153.0

0167656.00985109.0105052.00629369.0
00535957.0107988.00200023.0119865.0

L  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00231818.000209258.000123975.00015113.0
0019533.0000499341.0000974957.00153856.0

000146168.00050464.000573884.000205979.0
000029133.00118271.0000405776.00145716.0

Mdiagonal  

 
[ ]00444678.00194654.000835932.00335283.0. =sumdiag  

 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

−−

=−

000932215.00000158761.0000404819.000264654.0
00108776.0000787162.00000510176.000368956.0
000113642.00000705852.0000499911.000152598.0

000023987.0000833934.00000140433.0000903223.0

diagonalMnon

 
[ ]00210963.00000396893.0000160154.00087653.0. −−=− sumdiagnon  

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−+

00138597.000210845.000164457.000415783.0
000865537.00012865.0000923939.00190751.0
0000325262.000511699.000523892.000358577.0
0000531199.00109931.0000391732.00154748.0

diagonalMnonMdiagonal

 
 

[ ]00233715.00195051.000819916.00422936.0: =−+ diagnondiagSum  
 
 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3016.598098.100577.2083089.9
0338.3759574.62687.111017.45

3917.12341.268959.6347829.8
27285.23603.5677771.45891.36

... DEP  
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Note that for the A1g , Eg , T1g   and  T2u symmetry blocks, we find that: GL = , 
and therefore, for all these lanthanide type elpasolites, it is found: 

0282064.010,103,32,21,1 ==== GGGG   
 
and then, it follows:  
 

791679476108.00282064.010,103,32,21,1 ====== iiGLLLL  
 
 
 
Appendix V 
 

Symmetrized F -matrices for each symmetry species 
 
 

1.-) -symmetry specie: gA1

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }92887265443241
4
1

11 xxxxxxxxxF −−−++−++=  

 
2.-) -symmetry specie: gE
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }92847265243221
4
1

22 xxxxxxxxxF −+−+−++−=  

 
3.-) -symmetry specie gT1

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−+−−−+
+−−++−−

=
98497496295292291489236
3533302924282426242524

16
1

33 xxxxxxxx
xxxxxxxF  

 
4.-) -symmetry species: gT2

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−−++−
−+−+++−−

=
98497496295292291489236
3533302924282426242524

36
1

44 xxxxxxxx
xxxxxxxF  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−+−−−+−
−+−+++−−

=
98497496295292291489236

3533302924282426242524
8
1

55 xxxxxxxx
xxxxxxxF  

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−+−

−−−++−−++
+−−+−−−+

=

8122802278227722

674634624614604564554544
362352332302294284264254

24
1

45

xxxx

xxxxxxxx
xxxxxxxx

F

 
 
 
5.-) -symmetry species uT1

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }92726431
8
1

66 xxxxxxF +−−+−=  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−+−++
+−++−−−−

−+++−−−+

+−++−+−−+

+−+−+−+−+

+−+−++−−+−

=

982972959291289
70468467226622642263226222

6122602259225722562255225422

53451449448446445444244224

402438242422321921821715

142132121092726431

30
1

77

xxxxxx
xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxxxx

F

 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]{ }92726431
4
1

88 xxxxxxF −+−+−=  

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−−+−++
+−+−−++

++−−−+

+++−−++

+−+−+−+

+−−+−+−+

+−+−+−−−+−

=

988978964954924918894
7046846724662464246324

62246124602459245724

562455245424534514494

484464454442842284028

38282422321921821715

142132121092726431

24
1

99

xxxxxxx
xxxxxx

xxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxxxxx

F  
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎪

⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−−+−−++

+−+−−++

+−+−−−−

−++−−++−−

=

982972969592912896722

662264226322622261226022

59225722562255225422242

23219218217151421321210

18
1

10,10

xxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxxxxx

F  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−+
+−−+−++−

−+−−++−+−

=
702682532

51249248246245244224222

4022382292726431

154
1

67

xxx
xxxxxxx

xxxxxxxx

F  

 

[ ] [ ] [ ] [ ]{ }6431
24

1
68 xxxxF −++−=  

 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ⎪

⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−+
+−−+−+−+

+−+−++−+−

=
702682532

51249248246245244244224

4024382492726431

38
1

69

xxx
xxxxxxx

xxxxxxxx

F  

 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ⎪

⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−−

−++−−−

−+−−++−−

=

702268225322

51224922482246224522

44442440438462423212

154
1

78

xxx

xxxxx

xxxxxxxx

F  

 
 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−++−+−−−
−+−−+++−

−−−+++−−

−++−+−+−

−+−−+−+−

−−−−++−−+−

=

984974962952922914892704
684672662642632622612

602592572562552542534

51449448446445444224222

4022382224223219218215

142132121092726431

512
1

79

xxxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxxxxx

F
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Appendix VI 
 

Values for the internal force constants 11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1: =iX i  
The  systems62 NaLnClCs (*)

 
Pr cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,001270 0,730510 0,910960 
X2 1,818440 2,060880 2,019680 
X3 2,788300 2,317140 2,614960 
X4 4,606740 4,378020 4,634640 
X5 0,433173 0,433173 0,433173 
X6 3,756110 3,912510 3,860370 
X7 -0,850627 -0,465507 -0,774267 
X8 0,051623 0,170609 0,016261 
X9 0,113954 0,051796 0,006163 
X10 1,406180 1,547370 1,205370 
X11 2,142150 2,141130 2,202190 
 
 
Eu cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,373570 0,799870 1,069390 
X2 2,349040 2,255060 2,150310 
X3 2,849900 2,333120 2,583230 
X4 5,198940 4,598180 4,733540 
X5 0,446980 0,446980 0,446980 
X6 3,843360 4,116680 3,914840 
X7 -1,355580 -0,481500 -0,818700 
X8 -0,088255 0,085725 0,138860 
X9 -0,079231 -0,111433 0,223388 
X10 2,345750 1,146920 1,563540 
X11 2,657900 2,276800 2,432090 
 
 
 
 

 
750



 
 
 
 
 
 
Tb cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,211700 1,939750 1,237710 
X2 2,443010 3,183000 2,686290 
X3 2,908630 3,273340 2,733010 
X4 5,351740 6,456340 5,419300 
X5 0,431100 0,431100 0,431100 
X6 4,161940 3,986240 4,169760 
X7 -1,189700 -2,470100 -1,249540 
X8 -0,101515 -0,043552 -0,036064 
X9 -0,034680 -0,088237 -0,006869 
X10 1,710020 2,696070 1,851040 
X11 2,649810 2,994460 2,761480 
 
 
Dy cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,274770 1,294940 1,164460 
X2 2,611310 2,872280 2,537600 
X3 2,952590 2,927040 2,866600 
X4 5,563900 5,799320 5,402200 
X5 0,442580 0,442580 0,442580 
X6 4,255560 4,353100 4,286020 
X7 -1,308240 -1,446220 -1,118180 
X8 -0,054000 0,051043 0,206559 
X9 -0,075540 -0,041347 0,259351 
X10 2,003080 2,177550 2,158330 
X11 2,652480 2,692430 2,512130 
 
 
Ho cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,244310 1,261450 1,477020 
X2 2,633240 2,897100 2,657140 
X3 2,953260 2,927200 3,251620 
X4 5,586500 5,824300 5,908760 
X5 0,432667 0,432673 0,432673 
X6 4,366600 4,468330 4,294990 
X7 -1,219890 -1,355970 -1,613770 
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X8 -0,083565 0,019822 0,053274 
X9 -0,081852 -0,049450 0,074493 
X10 2,117530 2,300650 2,141510 
X11 2,682820 2,719870 2,48762 
 
 
Er cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,200480 1,253750 1,667840 
X2 2,737670 2,463930 2,992530 
X3 2,841130 2,728330 3,274190 
X4 5,578800 5,192260 6,266720 
X5 0,452500 0,452500 0,452500 
X6 4,366900 4,120360 4,243500 
X7 -1,211900 -1,071900 -2,023220 
X8 0,032056 -0,128500 -0,001819 
X9 0,068164 0,052380 0,041222 
X10 1,724060 1,900970 2,267080 
X11 2,654190 2,724850 2,692250 
 
 
Tm cal(1) cal(2) cal(3) 
X1 1,094500 1,020410 1,267020 
X2 2,237340 2,335420 2,752220 
X3 2,871820 2,486960 2,827340 
X4 5,109160 4,822380 5,579560 
X5 0,445920 0,445920 0,445920 
X6 4,251220 4,181920 4,313900 
X7 -0,857940 -0,640460 -1,265660 
X8 -0,033178 -0,098088 -0,042310 
X9 0,169166 -0,014402 0,100542 
X10 1,473320 1,266420 1,674100 
X11 2,437940 2,540650 2,698680 
 
 
 
(*) 
cal(1). using force field 1 
cal(2): using force field 2 
cal(3): using force field 3 
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Appendix VII 
 

Internal Force Constants 
 
 

(A)Diagonal interactions: 
 
[ ] rrx ∆−∆:1  
[ ] RRx ∆−∆:4  
[ ] αα ∆−∆:10x  
[ ] ββ ∆−∆:15x  
[ ] qqx ∆−∆:30  
[ ] ddx ∆−∆:89  

 
(B)Non diagonal interactions: 
 
[ ] ( )090':2 rrx ∆−∆  
[ ] ( )0180':3 rrx ∆−∆  
[ ] ( )090':5 RRx ∆−∆  
[ ] ( )0180':6 RRx ∆−∆  
[ ] Rrx ∆−∆:7  (a Chloride ion in common) 
[ ] ( )090:8 Rrx ∆−∆  
[ ] Rrx ∆−∆:9 (along, the same coordinate axis) 
[ ] ':11 αα ∆−∆x  (co-planar with a side in common) 
[ ] ':12 αα ∆−∆x  (co-planar, opposite with respect to the vertex) 
[ ] ':13 αα ∆−∆x  (with,  a common side, ) 090
[ ] ':14 αα ∆−∆x  (opposite with respect to the vertex, ) 090
[ ] ´:16 ββ ∆−∆x  (co-planar with a side in common) 
[ ] ':17 ββ ∆−∆x  (co-planar, opposite with respecto to the vertex) 
[ ] ':18 ββ ∆−∆x  (with a common side, ) 090
[ ] ':19 ββ ∆−∆x  (opposite with respect to the vertex, ) 090

 
753



[ ] βα ∆−∆:20x  (co-planar with a Chloride ion in common, boat configuration) 
[ ] βα ∆−∆:21x  (with a Chloride ion in common, ) 090
[ ] βα ∆−∆:22x  (no Chloride ion in common, ) 090
[ ] βα ∆−∆:23x  (co-planar, without Chloride ions in common 
[ ] βα ∆−∆:24x  (co-planar with a Chloride in common, chair configuration) 
[ ] qdx ∆−∆:25  (in the same plane, with a Chloride ion in common) 
[ ] qdx ∆−∆:26  (Cartesian planes, in .  There are Chloride ions in the same 

planes but none of them is in common) 

090

[ ] qdx ∆−∆:27  (with,  parallel planes ) 
[ ] qdx ∆−∆:28  (in the same plane, but no Chloride ions in common) 
[ ] qdx ∆−∆:29 (chloride ions in different planes) 
[ ] qqx ∆−∆:31 (L-shape) 
[ ] qqx ∆−∆:32 (at 41  distance, ) 090
[ ] ':33 qqx ∆−∆  (parallel, same plane) 
[ ] ':34 qqx ∆−∆  (parallel in different planes) 
[ ] ':35 qqx ∆−∆  ( in cross configuration) 
[ ] ´:36 qqx ∆−∆  (at 21  distance, ) 090
[ ] drx ∆−∆:37  (a Chloride ion in common) 

[ ] drx ∆−∆:38  (Chloride ions at 4
2  distance) 

[ ] drx ∆−∆:39  (Chloride ions at 21  distance) 
[ ] drx ∆−∆:40  (Chloride ions at 83  distance) 
[ ] dRx ∆−∆:41  (a Chloride ion in common) 
[ ] dRx ∆−∆:42  (Chloride ions at 42  distance) 
[ ] dRx ∆−∆:43  (Chloride ions at 21  distance) 
[ ] dRx ∆−∆:44  (Chloride ions at 83  distance) 
[ ] α∆−∆Rx :45  (co-planar, a Chloride ion in common) 
[ ] α∆−∆Rx :46  (co-planar without Chloride ions in common) 
[ ] α∆−∆Rx :47  ( ) 090
[ ] β∆−∆rx :48  (co-planar with a Chloride ion in common) 
[ ] β∆−∆rx :49  (co-planar, without a Chloride ion in common) 
[ ] β∆−∆rx :50  ( ) 090
[ ] α∆−∆rx :51  (one side in common) 
[ ] α∆−∆rx :52  ( ) 090
[ ] α∆−∆rx :53  (co-planar) 
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[ ] dx ∆−∆α:54  (a Chloride ion in common) 
[ ] dx ∆−∆α:55  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆α:56  (see  picture) 
[ ] dx ∆−∆α:57  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆α:58  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆α:59  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆α:60  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:61  (with a Chloride ion in common) 
[ ] dx ∆−∆β:62 (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:63  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:64  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:65  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:66  (see picture) 
[ ] dx ∆−∆β:67  (see picture) 
[ ] β∆−∆Rx :68  (one side in common) 
[ ] β∆−∆Rx :69  ( ) 090
[ ] β∆−∆Rx :70  (co-planar) 
[ ] qrx ∆−∆:71    (a Chloride ion in common, ) 090
[ ] qrx ∆−∆:72   (co-planar, parallel) 

[ ] qrx ∆−∆:73   ( , 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 46,4

2Ln at 41  from the Chloride ion) 

[ ] qrx ∆−∆:74  (parallel with ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 46,4

6  

[ ] qrx ∆−∆:75 (in with 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2,2

1 ) 

[ ] qrx ∆−∆:76   ( in with 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2 .   is at Ln 4
3  from the Chloride ion 

[ ] qx ∆−∆α:77  (same plane with Chloride ion in common) 
[ ] qx ∆−∆α:78  (A Chloride ion in common, ) 090
[ ] qx ∆−∆α:79  (without Chloride ions in common, ) 090
[ ] qx ∆−∆β:80  (in the same plane with a Chloride ion in common) 
[ ] qx ∆−∆β:81  (a Chloride ion in common, ) 090
[ ] qx ∆−∆β:82  (without a Chloride ion in common, ) 090
[ ] qRx ∆−∆:83  (a Chloride ion in common, ) 090
[ ] qRx ∆−∆:84  (parallel and co-planar) 
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[ ] qRx ∆−∆:85  ( with respect to 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

2 .  at Na 4
1  distance from Cl ) 

[ ] qRx ∆−∆:86  (parallel with ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
6,4

6 ) 

[ ] qRx ∆−∆:87  (  with respect to 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2,2

1 ) 

[ ] qRx ∆−∆:88  ( with respect to 090 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 46,4

2 .  at Na 4
3  distance from Cl ) 
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Apéndice 1. 
 

Symmetrized crystal field coupling constants 
In units of R0

-(J + 2)

 

J γΓ
tA3  γΓ

tA4  γΓ
tA6  

 220
3

1 =T
aA  20

4
1 =T
aA  00

6
2 =T
aA  

 iAT
b 21

3
1 =+  iAT

b =+1
4

1  01
6

2 =+T
bA  

 iAT
b 21

3
1 =−  iAT

b =−1
4

1  01
6

2 =−T
bA  

 21
3

1 −=+T
cA  11

4
1 −=+T
cA  01

6
2 =+T
cA  

 21
3

1 =−T
cA  1 1

4 1T
cA − =  01

6
2 =−T
cA  

3 240
3

1 =T
aA  1 0

4
3
2

T
aA ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 2 0

6
30
2

T
aA

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 iAT
b 41

3
1 =+  1 1

4
T
bA + = −

3
2
i⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 1
6

15
2

T
b

iA + ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 iAT
b 41

3
1 =−  1 1

4
T
bA − = −

3
2
i⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 1
6
T
b

iA − =
15
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 41
3

1 −=+T
cA  1 1

4
3
2

T
cA + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 2 1

6
T
cA + = −

15
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 41
3

1 =−T
cA  1 1

4
T
cA − = −

3
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 1
6
T
cA − =

15
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

5 ( ) 26,50
3

1 =aAT
a  ( )1 0

4
155,

4 2
T
aA a ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( )2 0

6
3 705
4 3

T
aA

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( ) iaAT
b 6,51

3
1 =+  

( )1 0
4

3 355,
32

T
aA b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

1055
4

T
b

iA + ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 ( ) ibAT
b 6,51

3
1 =−  ( )1 1

4
155,
8

T
b

iA a+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

1055
4

T
b

iA − ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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 ( ) 6,51
3

1 −=+ aAT
c  ( )1 1

4
155,
8

T
b

iA a− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

1055
4

T
cA + ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) 6,51
3

1 =− aAT
c  

( )1 1
4

3 355,
8

T
b

iA b+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

1055
4

T
cA − ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
( )1 1

4
3 355,

8
T
b

iA b− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

  
( )1 1

4
155,
8

T
cA a+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

  
( )1 1

4
155,
8

T
cA a− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

  
( )1 1

4
3 355,

8
T
cA b+ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

  
( )1 1

4
3 355,

8
T
cA b− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

7 ( ) 28,70
3

1 =bAT
a  

( )1 0
4

3 4627,
16

T
aA a

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )2 0
6

30037,
16

T
aA a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) ibAT
b 8,71

3
1 =+  ( )1 0

4
357,

8 2
T
aA b ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( )2 0

6
15 217,

16
T
aA b

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) ibAT
b 8,71

3
1 =−  

( )1 1
4 7,T
bA a+ 3 231

16
i⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )2 1
6

60067,
32

T
b

iA a+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) 8,71
3

1 −=+ bAT
c  

( )1 1
4 7,T
bA a− 3 231

16
i⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )2 1
6

60067,
32

T
b

iA a− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( ) 8,71
3

1 =− bAT
c  ( )1 1

4
357,
16

T
b

iA b+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

15 427,
32

T
b

iA b+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( )1 1

4
357,
16

T
b

iA b− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6

15 427,
32

T
b

iA b− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
( )1 1

4
3 2317,

16
T
cA a+ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ( )2 1
6 7,T
cA a+ 6006

32
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
  

( )1 1
4 7,T

cA a− 3 231
16

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )2 1
6

60067,
32

T
cA a− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
( )1 1

4
357,
16

T
cA b+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( )2 1

6
15 427,

32
T
cA b+ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
  

( )1 1
4

357,
16

T
cA b− ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( )2 1

6
15 427,

32
T
cA b− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 
 
The purely imaginary symmetry coordinates ,  and  are defined in 
terms of r al sy metry coordinates y means of the transformations: 

( )
Γ
+1kS ( )

Γ
0kS ( )

Γ
−1kS

e m b

( ) ( )( )ΓΓΓ
+ +−= kbkck iSSiS 21 , ( ) ( )( )ΓΓΓ

− −= kbkck iSSiS 21 , ( ) ( )ΓΓ = kak SS 0  for  and 
k = 3,4 and 6. Thus, it is straightforward to show that the symmetrized purely 
imaginary crystal field coupling constants can be from the relationships: 

21 ,TT=Γ

( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ττ

ττ
γγγ

γγγ

γγ

,,21

,,21

1

1

0

iiAiAA

iiAiAA

iAA

kckbk

kckbk

kak

ΓΓΓ
−

ΓΓΓ
+

ΓΓ

−=

+=

−=
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Apéndice 2. 

Ligand Polarisation Vibronic  Coupling Constants 
 

( )ταγ ,, iBkt
Γ  in units of - ( )3

0
+− i

L Rα  
 

kt i τ  γΓ  X Y Z 
3a 2  Eθ  0 0 24 2  
   Eε  0 0 0 
   T +1 2 34−  34i−  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 34−  34i−  0 

 4  A1a1 0 0 42/5  
   Eθ  0 0 0 
    Eε   0 0 0 
   T +1 1 353−  3 35i  0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 353−  353i−  0 

   T2+1 53  5i3  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 53  3 5i−  0 

 6  A1a1 0 0 28 
   A2a 0 2 0 0 
   Eθ  0 0 728  
   Eε  0 0 0 
   T +1 1 76  76i  0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 76  76i  0 

  a T2+1 2/210i− 0 2/210−  
 

   T20 0 0 0 
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   T2-1 2/210−  210 / 2i  0 

  b T21 ( )3 62 2− (3 462 2i− 0 4

  
   T20 0 0 0 
   T2-1 2/3− 2/623i− 0 462

 
4
 

4a 2  Eθ  0 0 2/9−  
   Eε  0 0 0 
   T2+1 2/33  2/33i  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 2/33  2/33i−  0 

 4  A1a1 0 0 6/4215  
   Eθ  0 0 8/3023  
   Eε  0 0 0 
   T1+1 2/353−  2/353i  0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 2/353−  2/353i−

 
0 

   T2+1 53−  53i−  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 53−  5i3  0 

 6  A1a1 0 0 56 
   A2a 0 2 0 0 
   Eθ  0 0 4/743−  
   Eε  0 0 0 
   T1+1 73  73i−  0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 73  73i  0 

  a T2+1 4/210−  4/210i− 0 
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   T20 0 0 0 
   T -1 2 4/210−  4/210i  0 

  b T2+1 4/4623  4/462i  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 4/4623  - 4/462i  0 

6a 2  Eθ  0 0 0 
   Eε  0 0 0 
   T2+1 2/35  2/35i−  0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 2/35  2/35i  0 

 4  A1a 0 1 0 0 
   Eθ  0 0 0 
   Eε  0 0 12/9021−  
   T1+1 2/353−  2/353i−

 
0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 2/353−  2/353i  0 

   T2+1 0 0 0 
   T20 0 0 0 
   T2-1 0 0 0 
 6  A1a1 0 0 0 
   A2a2 0 0 2/1155  
   Eθ  0 0 0 
   Eε  0 0 4/2123  
   T1+1 73  73i  0 

   T10 0 0 0 
   T1-1 73  73i−  0 

  a T2+1 4/2103  4/2103i−
 

0 
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   T20 0 0 0 
   T2-1 4/2103  4/2103i  0 

  b T2+1 4/4623  4/23i−
 
46 0 

   T20 0 0 0 
   T2-1 4/4623  4/4623i  0 

3b 2  Eθ  0 26−  0 

   Eε  64i  0 0 

   T2+1 0 0 34i−  
   T20 2/38i  0 0 

   T2-1 0 0 34i  
 4  A1a1 0 425  0 

   Eθ  0 2/305  0 

   Eε  0 2/1015  0 

   T1+1 0 0 353i−  
   T10 2/6i− 0 35

 
0 

   T1-1 0 0 353i  
   T2+1 0 0 53i  
   T20 10i3−  0 0 

   T2-1 0 0 53i−  
 6  A1a 28 1 0 0 
   A2a 0 2 0 0 
   Eθ  0 714−  0 

   Eε  0 2114−  0 

   T1+1 0 0 76i  
   T10 146i  0 0 

   T1-1 0 0 76i−  
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  a T2+1 0 0 2/210i−  
   T20 105i  0 0 

   T2-1 0 0 2/210i  
  b T2+1 0 0 2/4623i−  
   T20 2313i  0 0 

   T2-1 0 0 2/4623i  
4b 2  Eθ  0 4/29  0 

   Eε  2/63i−  0 0 

   T2+1 0 0 2/33i  
   T20 3 3 / 2i−

 
0 0 

   T2-1 0 0 2/33i−  
 4  A1a1 0 2/425  0 

   Eθ  0 8/30  0 

   Eε  0 4/103−  0 

   T1+1 0 0 2/353i−  
   T10 2/353i−

 
0 0 

   T1-1 0 0 2/353i  
   T2+1 0 0 53i−  
   T20 103i  0 0 

   T2-1 0 0 53i  
 6  A1a1 14 0 0 
   A2a 0 2 0 0 
   Eθ  0 8/743  0 

   Eε  0 8/2143  0 

   T1+1 0 0 73i  
   T10 143i  0 0 
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   T1-1 0 0 73i−  
  a T2+1 0 0 4/210i−  
   T20 2/105i−

 
0 0 

   T2-1 0 0 4/210i  
  b T2+1 0 0 4/4623i  
   T 0 2 2/2313i− 0 

 
0 

   T2-1 0 0 4/4623i−  
6b 2  Eθ  0 4/215  0 

   Eε  2/65i  0 0 

   T2+1 0 0 2/35i  
   T20 2/35i  0 0 

   T2-1 0 0 2/35i−  
 4  A1a1 0 0 0 
   Eθ  0 8/3063−

 
0 

   Eε  0 8/1021  0 

   T1+1 0 0 2/353i−  
   T 0 1 2/353i

 
0 0 

   T1-1 0 0 2/35i  
   T +1 2 0 0 0 
   T 0 2 0 0 0 
   T -1 2 0 0 0 
 6  A1a 0 1 0 0 
   A2a2 0 2/1155  0 

   Eθ  0 8/769  0 

   Eε  0 8/2123− 0 
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   T1+1 0 0 73i  
   T10 14i3−  0 0 

   T1-1 0 0 73i−  
  a T2+1 0 0 4/2103i  
   T20 2/1053i  0 0 

   T2-1 0 0 4/2103i−  
  b T2+1 0 0 4/4623i  
   T20 2/2313i  0 0 

   T2-1 0 0 4/4623i−  
3c 2  Eθ  26−  0 0 

   Eε  0 64i  0 

   T2+1 0 0 34−  
   T20 0 2/38i  0 

   T2-1 0 0 34−  
 4  A1a1 425  0 0 

   Eθ  2/305  0 0 

   Eε  2/1015− 0 
 

0 

   T1+1 0 0 353  
   T10 0 2/356i 0 

 
   T1-1 0 0 353  
   T2+1 0 0 53  
   T20 0 103i−  0 

   T2-1 0 0 53  
 6  A1a 28 0 1 0 
   A2a 0 0 2 0 
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   Eθ  714−  0 0 

   Eε  2114  0 0 

   T1+1 0 0 76−  
   T10 0 6 14i−  0 

   T1-1 0 0 76−  
  a T2+1 0 0 2/210−  
   T20 0 105i  0 

   T2-1 0 0 2/210−  
  b T2+1 0 0 2/4623−  
   T20 0 2313i  0 

   T2-1 0 0 2/4623−  
4c 2  Eθ  4/29  0 0 

   Eε  0 2/63i−  0 

   T2+1 0 0 2/33  
   T20 0 2/3i− 0 3

 
   T2-1 0 0 2/33  
 4  A1a1 2/425  0 0 

   Eθ  8/03  0 0 

   Eε  4/103  0 0 

   T1+1 0 0 2/353  
   T10 0 2/353i

 
0 

   T1-1 0 0 2/353  
   T2+1 0 0 53−  
   T20 0 103i  0 

   T2-1 0 0 53−  
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 6  A1a 14 0 1 0 
   A2a 0 0 2 0 
   Eθ  8/743  0 0 

   Eε  8/143− 0 2
 

0 

   T1+1 0 0 73−  
   T10 0 143i−  0 

   T -1 0 0 1 73−  
  a +1 0 T2 0 4/210−  
   T20 0 2/105i  0 

   T -1 0 0 2 4/210−  
  b T2+1 0 0 4/4623  
   T20 0 2/13i− 0 23

 
   T2-1 0 0 4/4623  
 2  Eθ  4/215−  0 0 

   Eε  0 2/65i−  0 

   T2+1 0 0 2/35−  
   T20 0 2/5i− 0 3

 
   T2-1 0 0 2/35−  
 4  A1a 0 0 1 0 
   Eθ  8/3063  0 0 

   Eε  8/1021  0 0 

   T1+1 0 0 2/353−  
   T10 0 2/353i 0 

 
   T1-1 0 0 2/353−  
   T2+1 0 0 0 
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   T20 0 0 0 
   T2-1 0 0 0 

 
 6  T 0 1+1 0 73  
   T 0 0 1 143i−  0 

   T -1 0 1 0 73  
  a T2 0 +1 0 4/2103−  
   T20 0 2/53i− 0 10

 
   T -1 0 2 0 4/2103−  
  b T2+1 0 0 4/4623−  
   T20 0 2/13i−

 
0 23

   T2-1 0 0 4/4623−  
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Apéndice  3. 

THE CRISTAL FIELD PARAMETERS 

 
 
 

( )1 | ,qkP T iγ τΓ Γ IN UNIT OF 
( )

( )

12

3 2 1

ie r
i

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

 
I.- Case A: 

.1)  
 

1 1,A TΓ = Γ =  (1
 
(1):  [0,0] = - 3  

7−   ; [4,4] = 5
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-4] = 5
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3):  [4,0] =  

35
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [4,4] = 5 35
4 22

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-4] = 5 35
4 22

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5,a):  [4,0] = 

9
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,4] = 9 7
4 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-4] = 9 7
4 22

⎛ ⎞
[6,0] = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(5,b):  [6,0] = 3 35
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,4] = 21 10
8 11

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [6,-4] = 21 10
8 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(7,a): [6,0] = 3 77
8 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,4] = 21 22
16 5

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

 ; [6,-4] = 21 22
16 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 77
8 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,4] = 7 2
8 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,-4] = 7 2
8 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,0] = 

182
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-8] = 182
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  [8,8] = 

21
8 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,4] = 21 14
16 15

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,-4] = 21 14
16 5

⎛ ⎞
(7,b):  [6,0] = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

[8,0] = 99
8 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,4] = 3 154
8 15

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [8,-4] = 3 154
8 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

858
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-8] = 858
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  [8,8] = 

 
 

1, TEΓ = Γ =  (1.2)  
 

 
771



γ ε=  (A)  
 
(1): [2,2] = 3   ; [2,-2] = 3  

9
2 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [2,-2] = 9
2 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3):  [2,2] =  

15
7

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,-2] = 15
7

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [4,2] =

(5,a): [4,2] = 5 15
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-2] = 5 15
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

9 35
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;[6,-2] = 9 35
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

9 7
8 2

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
;         [6,-6] = 9 7

8 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  [6,2] = 
⎝ ⎠

 ; [6,6] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,-2] = 3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5,b):  [4,2] = 

15
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-2] = 15
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,6] = 3 5
8 2

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

⎞

⎠
 ;         [6,-6] = 3 5

8 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟[6,2] = 
⎝ ⎠

 

(7,a): [6,2] = 3 11
16 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-2] = 3 11
16 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,6] = 33
16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;      [6,-6] = 33
16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

33
4 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-2] = 33
4 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,6] = 3 91
4 10

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

⎞

⎠
;         [8,-6] = 3 91

4 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,2] = 

7 21
16 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

 
⎠

  ; [6,-2] = 7 21
16 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

  
⎠

; [6,6] = 7 231
16 10

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

⎞

⎠
;     [6,-6] = 7 231

16 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (7,b):  [6,2] = 

3 7
4 2

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

              ; [8,-2] = 3 7
4 2

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
           ; [8,6] = 429

4 10

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
;    [8,-6] = 429

4 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

              [8,2] = 

 
γ θ=  (B)  

 
(1):  [2,0] = 6  

(3): [2,2] = 9
14

  

5
14

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,4] = 5
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-4] = 5
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [4,0] = 

25
4 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,4] = 5 35
8 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [4,-4] = 5 35
8 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (5,a):  [4,0] = 

63
4 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,4] = 9 7
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-4] = 9 7
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  [6,0] = 
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3 35
4 22

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 21
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

21
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(5,b):  [4,0] =  ; [4,4] =   ; [4,-4] =  

3 35
4 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 5
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 5
8 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [6,4] =   ; [6,-4] =  [6,0] = 

3 77
8 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3 11
16 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 11
16 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,4] =   ; [6,-4] =   (7,a) :  [6,0] = 

3 77
8 10

⎛ ⎞
−⎜

41
8 5

⎛ ⎞ 41
8 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟⎟ ; [8,4] = [8,0] = ⎜
⎝ ⎠

 ⎜
⎝ ⎠

⎟  ; [8,-4] = 

91
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

91
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

[8,8] =   ; [8,-8] =  

21 7
16 15

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 21 7
16 15

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 147
8 30

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-4] = (7,b):  [6,0] =  ; [6,4] = 

3 77
8 15

⎛ ⎞ 3 77
8 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 93
8 30

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 −  ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,-4] = [8,0] =  ; [8,4] = 

429
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-8] = 429
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,8] = 

 

1 1T , TΓ = Γ =  (1.3)  
 
(A)  0γ =  
 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):   

15
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

15
2

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

    ; [4,-4] = (3):  [4,4] = ⎟⎟

(5,a):  105
2 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

105
2 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,-4] =   [4,4] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 21
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [6,-4] =  [6,4] = 

3 3
2 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3 3
2 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ; [4,-4] = (5,b):  [4,4] = 

7 15
4 11

⎛ ⎞ 7 15
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 −   ; [6,-4] = [6,4] = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 33
4 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3 33
4 5

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

  ; [6,-4] = (7,a):  [6,4] = ⎟⎟   
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7 3
16 5
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;     [8,8] = 273
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;   [8,-8] = 273
16

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 7 3
16 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

[8,4] =   ; [8,-4] = 

3 7
4 5

⎛
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞
⎟

3 7
4 5

⎛
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (7,b) :  [6,4] =  ; [6,-4] = 
⎞
⎟

[8,4 3 77
16 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;         [8,-4] = 
3 77
16 5
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;        [8,8] = 3 143
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;     [8,-8] = 3 143

16

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ] = 

 
1γ = +  (B) 

 
[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1): 

15
4

⎛ ⎞105
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎜⎜(3):  [4,1] =   ; [4,-3] = ⎟⎟
⎝ ⎠

 

(5,a):  
7 15
4 11

⎛ ⎞
−⎜

105
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟ ;  [4,-3] = ⎟⎟⎜
⎝ ⎠

    [4,1] = 

9 7
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
9 35
16 11
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 21
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [6,1] =  ; [6,-3] =  ; [6,5] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

21 3
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎟⎟ ⎟⎟  ; [4,-3] = ⎜
⎝ ⎠

  (5,b):  [4,1] = 

7 15
16

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
21 5
8 22

⎛ ⎞
−⎜

105
16 11
⎛
⎜
⎝ ⎠

 
⎞
⎟⎟⎟ ; [6,-3] = ⎜

⎝ ⎠
  ; [6,5] = [6,1] = 

9 11
8 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
9 11
16

⎛ ⎞
−⎜

33 3
8 20

⎛ ⎞
−⎜⎟⎟  ; [6,5] = ⎟⎟   (7,a): [6,1] =  ; [6,-3] = ⎜

⎝ ⎠
⎜
⎝ ⎠

9 231
32 10

⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
7 39
32 10

⎛ ⎞ 273
32 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
21

32 2
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟⎟ ⎜⎜ ⎟  ; [⎟

⎝ ⎠
8,-7] =  ; [8,-3] =   ;[8,5] = [8,1] = 

3 21
16

⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (7 [6,1] = 
3 21
8 10

⎛ ⎞
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 77
16 5
⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟   ; [6,-3] = ; [6,5] =,b): ⎟

[8,1] = 

 

297
32 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-3] = 
3 231
32 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;     [8,5] = 
3 1001
32 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-7] = 
3 143
32 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

 
1γ = −  (C)  
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(1):  

(3):  [4,-1] = 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  

105
4

⎛ ⎞ 15
4

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [4,3] = 

7 15
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

105
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (5,a):  [4,-1] =   ; [4,3] = 

 

9 35
16 11
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,-5] = 
3 21

16
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
9 7
8 22

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,3] = [6,-1] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;[4,3] = 
3 3
4 11

(5,b):  [4,-1] = 
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

[6,-1] = 
21 5
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,3] = 
105

16 11
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  [6,-5] = 
7 15

16
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

9 11
8 10

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
  ; [6,3] = 

9 11
16

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
;        [6,-5] = 

33 3
16 5
⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (7,a):  [6,-1] = 
⎞

[8,-1] = 
9 231
32 10

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
  ; [8,3] = 

21
32 2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;   [8,-5] = 
7 39
32 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;[8,7] = 
273

32 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 21
3 10

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [6,3] = 
3 21

16
⎛

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
 ;   [6,-5] = 

6 77
32 5

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (7,b):  [6,-1] = 
⎞

[8,-1] = 
297

32 10
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;     [8,3] = 
3 231
32 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-5] = 
3 1001
32 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,7] 

3 143
32 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

 
 
 

2 1T , T= Γ(1.4) Γ =  
 
(A) 0γ =
 
(1):  

 

3  3−[2,2] =   ; [2,-2] =  

(3):  [2,2] = 
3
7

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [2,-2] = 
3
7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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15
2 7

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
15

2 7
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [4,2] =  ; [4,-2] = 

15
2 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
15

2 11
⎛ ⎞

−   ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [4,-2] = (5,a):  [4,2] = 

3 35
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 35
8 22

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;   [6,6] = 
9 7
8 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-6] = 
9 7
8 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [6,2] =  ; [6,-2] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
−⎜

3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

  ⎟⎟⎟⎟ ;  [4,-2] = ⎜
⎝ ⎠

  (5,b):  [4,2] = 

9 5
8 2

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
9 5
8 2

⎛ ⎞69
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
69

8 22
⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟− ;      [6,6] = ⎟⎟ ; [6,-2] = ; [6,-6] = [6,2] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

(7,a):  
3 11
8 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 11
8 2

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

;
29

8 10
⎛ 29

8 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 − ;    [6,-6] = ⎟⎟[6,2] =  ; [6,-2] =   [6,6] = 

13 91
16 10
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

[8,6] = ⎟⎟   ; [8,-6] = 
13 91

; [8,2] =
16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
5 33
16 2
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

5 33
16 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟⎟  ; [8,-2] = 

21
8 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
21

8 2
⎛ ⎞ 3 231

8 10
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

3 231
8 10

⎛ ⎞
⎜⎜ ; [6,6] = ⎟⎟
⎝ ⎠

      ⎜ ⎟⎜ ⎟   ⎟⎟ ; [6,-2] =  ; [6,-6] =(7,b):  [6,2] = 
⎝ ⎠

[8,2
3 7

16 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-2] = 
3 7

16 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,6] = 
3 429
16 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-6] = 
3 429
16 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ] = 

 
1γ = +  (B) 

 
6  (1):         [2,-1] = 

6
14

⎛ ⎞−   (3):  [2,-1] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

15
4

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

15
4 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,3] =   [4,-1] = 

15
4 11

⎛ ⎞
−⎜

105
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟ ; [4,3] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (5,a):  [4,-1] = 

39 7
3 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

9 35
16 11
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 21

16
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [6,-1] =   ; [6,3] =  ; [6,-5] = 
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3 21
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 3
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

 ⎟⎟(5,b):  [4,-1] =   ; [4,3] =   

9 15
16

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 5
8 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
57

16 11
⎛ ⎞−⎜; [6,3] = ⎟   ; [6,-5] =  [6,-1] = 
⎝ ⎠

9 11
8 10

⎛ ⎞
−⎜

7 21
16

⎛ ⎞
 

17 3
16 5
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

− ; [6,-5] =⎟⎟ ; [6,3] = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟(7,a):  [6,-1] = ⎜
⎝ ⎠

    

9 231
32 10

⎛ ⎞
−⎜

57 39
32 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

273
32 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
43

32 2
⎛ ⎞

⎟⎟  ; [8,-5] = ⎜ ; [8,-1] = ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,7] = [8,3] = ⎜
⎝ ⎠

 
3 21

16
⎛ ⎞

−⎜
13 21
8 10

⎛ ⎞
−⎜

3 77
16 5
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟     ; [6,-5]⎟⎟  ; [6,3] = ⎜
⎝ ⎠

 = (7,b):  [6,-1] = ⎜
⎝ ⎠

⎟⎟

[8,-  = 

  

87
32 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

      ; [8,3] = 
3 231
36 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-5] = 
3 1001
32 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,7] = 
3 143
32 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 1]

 
1γ = −  (C) 

 
6−  (1):  [2,1] = 

6
14

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3):  [2,1] = 

15
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
15

4 7
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-3] = [4,1] = 

15
4 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
105

4 11
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

 ⎟⎟ ; [4,-3] =  (5,a):  [4,1] = 

39 7
3 22

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

9 35
16 11
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [6,5] = 
3 21

16
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟[6,1] =  ; [6,-3] = 

3 21
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 3
4 11

⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟   ; [4,-3] = (5,b):  [4,1] = 

9 15
16

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 5
8 22

⎛ ⎞
−⎜

57
16 11
⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟⎟ ; [6,-3] = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
      ; [6,5] =  [6,1] = 

9 11
8 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
7 21

16
⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
17 3
16 5
⎛ ⎞

−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟  (7,a):  [6,1] =  ; [6,-3] =     ; [6,5] = 
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9 231
32 10

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

57 39
32 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-7] = 
273

32 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
43

32 2
⎛ ⎞−⎜⎟⎟[8,1] =   ; [8,-3] = ⎟ ;    [8,5] = 
⎝ ⎠

3 21
16

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
13 21
8 10

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
3 77
16 5
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

  ⎟⎟⎟⎟  ; [6,-3] =       ;[6,5] = (7,b):  [6,1] = ⎟⎟

] = 
87

32 10
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,-3] = 
3 231
36 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   [8,5] = 
3 1001
32 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   [8,-7] = 
3 143
32 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,1

 
II.- Case B: 

 
 

2 2A , TΓ = Γ =(2.1)  
 

k q∀
(3):    
(1):  [ , ]k q =  0 ,

[ , ] 0 ,k q k q= ∀

3 5
4

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

  
3 5

4
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
33

4 11
⎛−⎜
⎝ ⎠

33
4 11

⎛⎞
⎟

⎞
⎟   ;       [6,6] = −⎜

⎝ ⎠
⎟⎟ ;(5):  [6,2] =     ; [6,-2] =         [6,-6] =

3 143
16 6

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
3 143
16 6

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
15 13
16 10
⎛ ⎞ 15 13

16 10
⎛ ⎞

− ⎟⎟ ;   [6,-6] = −  ⎟⎟ ⎟⎟ ⎜⎜
⎝ ⎠

   ; [6,-2] = ;      [6,6] = (7,a):  [6,2] = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

[6,2] = 
99

16 2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [6,-2] = 
99

16 2
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;      [6,6] = 
45 11
16 30
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;  [6,-6] = 
45 11
16 30
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (7,b):  

 

2, TEΓ = Γ =  (2.2)  
 

γ θ=  (A)  
 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

(3):  
3 5

14
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

[2,0] =    

3 5
14

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,4] =   ; [4,-4] = [4,0] = 

3 35
2 22

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
21

4 11
⎛−⎜
⎝ ⎠

21
4 11

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟ ; [4,4] =   ; [4,-4] =  (5):  [4,0] = 

3 35
2 22

⎛ ⎞
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 5
4 11

⎛ ⎞
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 5
4 11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟ ⎟[6,0] =  ; [6,4] =  ; [6,-4] = 
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(7,a): [6,0] = 
3003

16 5
⎛ ⎞

−⎜
429

16 10
⎛ ⎞

−⎜
429

16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟ ; [6,4] = ⎟⎟  ; [6,-4] = ⎜
⎝ ⎠

  ⎜
⎝ ⎠

   

3003
16 5

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
7 39
8 10

⎛ ⎞ 7 39
8 10

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  −   ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-4] = ⎟⎟ ; [8,4] = [8,0] = 

21
16 2
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

 
21

16 2
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟[8,8] =  ; [8,-8] = ⎟⎟

(7,b):  

 

15 21
16 5

⎛ ⎞
−⎜

15 3
16 10
⎛ ⎞

−⎜⎜
⎝ ⎠

 
15 3
16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟ ; [6,6] = ⎟⎟  ⎜
⎝ ⎠

  ; [6,-6] = [6,0] = 

15 21
16 5

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
5 33
8 10

⎛ ⎞ 5 33
8 10

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-4] = ; [8,4] = [8,0] = 

3003
16 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,-8] = 
3003

16 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,8] = 

 
γ ε=  (B)  

 
[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

(3):  
3 5
2 7

⎛ ⎞
⎟  ;    [2,-2] =  

3 5
2 7

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

[2,2] =    

9
21

⎛−⎜
⎝ ⎠

 
9
21

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞
⎟ ;      [4,-2] = [4,2] = 

9 7
2 33

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

9 7
2 33

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟ ⎟⎟ ;    [4,-2] =   (5):  [4,2] = 

3 5
4 2

⎛ ⎞ 3 5
4 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
15

4 22
⎛−⎜
⎝ ⎠

 
15

4 22
⎛−⎜
⎝ ⎠

;
⎞
⎟

⎞
⎟ − ; [6,-6] = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  [6,2] = ;   [6,-2] =  [6,6] = 

3 143
32 3

⎛ ⎞
−⎜

3 143
32 3

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [6,6] = 
33 13
32 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  [6,-6] = 
33 13
32 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟  ;  [6,-2] = (7,a):  [6,2] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

42
10

⎛ ⎞
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
42
10

⎛ ⎞
−⎟ ;     [8,-6] = [8,6] = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

,b):   [6,2] = 
45

32 3
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;   [6,-2] = 
45

32 3
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  [6,6] = 
45 11
32 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-6] = 
45 11
32 15

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

[8,2] = -3       ;     [8,-2] = -3 

(7
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1 2T , TΓ = Γ =  (2.3)  
 

0γ =  (A)  
 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

3
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3):  [4,4] =     ; [4,-4] =  

6
11

⎛
⎜
⎝ ⎠

 
6
11

⎛ ⎞⎞
⎟   −   ; [4,-4] = (5):  [4,4] = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

3 5
2 11

⎛ ⎞
−⎜

3 5
2 11

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟ ;  [6,-4] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  [6,4] = 

429
4 10

⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
429

4 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟  ; [6,-4] =   (7,a):  [6,4] = 

19 39
16 10
⎛ ⎞

−⎜  
19 39
16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  [8,8] = 
21

16 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-8] = 
21

16 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟  ;     [8,-4] =[8,4] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
4 10

⎛ ⎞
−⎜

3
4 10

⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟  ;     [6,-4] = (7,b):  [6,4] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟

[8,4] = 
9 33

16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;     [8,-4] = 
9 33

16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  [8,8] = 
3003

16 2
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-8] = 
3003

16 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1γ = +  (B)  

 
[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

3
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
21

4 7
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-3] =  (3):  [4,1] =  

3 7
11

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3
11

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,-3] = (5):  [4,1] = 

3 5
8

⎛
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
3 5

4 22
⎛ ⎞

⎟  ; [6,3] = 
15 3
8 11

⎛
⎜ ; [6,5] = 

⎞
⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  −⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠
 [6,1] = 

⎞
⎟

(7,a):  
3 143
16 5

⎛
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞
⎟  

3 143
16 2

⎛
−⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟

11 39
16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

[6,1] = ; [6,-3] =  ; [6,5] =   
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33 13
64

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

 
31 21

64
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3 3003
64 5

⎛ ⎞
⎜

97 3
62 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;⎟⎟ ; [8,-3] = ⎟⎟[8,1] = ⎜
⎝ ⎠

  ; [8,5] =   [ ] = 8,-7

 
33

16 10
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
16 5
⎛ ⎞ 3

16 5
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

 −   ; [6,-3] = (7,b):    [6,1] = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟ ; [6,5] =   

[8,1] = 
77 21
64 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-3] = 
51 11

64
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;      [8,5] = 
429

62 5
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; [8,-7] = 
3003
64

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1γ = −  (C)  

 
[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

21
4 7

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
3
4

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ; [4,3] = (3):  [4,-1] =  

3 7
11

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
3
11

⎛
⎜
⎝ ⎠

  
⎞
⎟⎟⎟   ; [4,3] =(5):  [4,-1] = 

3 15
4 22

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
15 3
8 11

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

3 5
8

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟⎟⎟ ; [6,-1] =        [6,3] = ;     [6,-5] = 

(7,a): [6,-1] = 
3 143
16 5

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

 
3 143
16 2

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

11 39
16 10
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 ⎟⎟ ; ⎟⎟ ⎟⎟    [6,3] = ;      [6,-5] =  

[8,-1] = 
3 3003

 ;  [8,3] =
64 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
33 13

64
⎛ ⎞
⎜

97 3
64 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; [8,7] = 
31 21

64
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⎟⎟  ;    [8,-5] = ⎜
⎝ ⎠

33
16 10
⎛ ⎞

−⎜
3

16 5
⎛
⎜
⎝ ⎠

3
16 2
⎛⎞

⎟  ;    
⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 − ;      [6,-5] = (7,b):  [6,-1] =    [6,3] = ⎟⎟  ⎜
⎝ ⎠

[8,-1] = 
77 21
64 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  [8,3] = 
51 11

64
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;   [8,-5] = 
429

64 5
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   [8,7] = 
3003
64

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

2 2T , TΓ = Γ =  (2.4)  
 

0γ =  (A)  
 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

(3):  
15
7

⎛ ⎞
⎟  ;       [2,-2] =  

15
7

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  −⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

[2,2] =  
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9
2 7

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

 
9

2 7
⎛ ⎞−⎜[4,2] =  ⎟ ;         [4,-2] =  ⎟  
⎝ ⎠

33
4 2

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

 
33

4 2
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

  
3 15
4 2

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

3 15
4 2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟ ; ⎟⎟⎟⎟ ;       [6,-2] =        [6,6] =   ; [6,-6] =  (5):  [6,2] = 

3 143
16

⎛ ⎞
−⎜

3 143
16

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

;
3 13
16 5
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
3 13
16 5
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟  ⎟⎟  ;    [6,-2] = ⎟⎟    [6,6] =  ; [6,-6] =   (7,a):  [6,2] = ⎜
⎝ ⎠

3 429
32

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

3 429
32

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;  [8,6] = 
33 7
32 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-6] = 
33 7
32 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟[8,2] =  ;     [8,-2] = 

4 11
16 5
⎛ ⎞

−⎜
4 11
16 5
⎛ ⎞
⎜⎟⎟  ;     [6,-6] = (7,b):  [6,6] = ⎜

⎝ ⎠
⎟⎟    ⎜

⎝ ⎠

[8,2] = 
3

16
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;         [8,-2] = 
3

16
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ;        [8,6] = 
1001

32 5
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,-6] = 
1001

32 5
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
1γ = +  (B)  

 
[ , ] 0 ,k q k q= ∀  (1):  

2 15
14

⎛ ⎞
−⎜

9
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⎟⎟   ; [4,-1] =  
9

4 7
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

(3):  [2,-1] = ⎟  ;    [4,3] = ⎜
⎝ ⎠

3 33
8

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
3 5

8
⎛ ⎞165

4 22
⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

−⎟⎟⎟⎟   ; [6,3] = ;    [6,-5] = (5):  [6,-1] = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

(7,a):  
3 143
16 5

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

3 143
16 2

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

21 39
16 5

⎛ ⎞
−⎜⎟⎟   ⎟⎟  ⎟⎟[6,-1] = ; [6,3] =  ;    [6,-5] = ⎜
⎝ ⎠

33 13
64

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

 
33 21

64
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
3 3003
64 5

⎛ ⎞
−⎜

33 3
64 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟⎟⎟⎟ ; [8,3] = ⎜
⎝ ⎠

 ;   [8,-5] =   ;  [8,7] = [8,-1] = 

33
32 5

⎛ ⎞
−⎜⎜
⎝ ⎠

93
16 5
⎛ ⎞−⎜
⎝ ⎠

35
16 2
⎛ ⎞−⎜⎟   ; [6,3] = ⎟  ; [6,-5] = (7,b):  [6,-1] = 
⎝ ⎠

⎟⎟

[8,-  = 

  

13 21
64 5

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [8,3] = 
13 11

64
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   [8,-5] = 
429

64 5
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ;    [8,7] = 
3003
64

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  1]

 
(C) 1γ = −  
 

 
782



(1):  

(3):  [2,1] = 

[ , ] 0 ,k q k q= ∀  

2 15
14

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,1] =  
9

4 7
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [4,-3] = 
9
4

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

165
4 2

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

 ; [6,-3] = 
3 33

8
⎛

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [6,5] = 
3 5

8
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5):  [6,1] = 

3 143
16 5

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

 ; [6,-3] = 
3 143
16 2

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [6,5] = 
21 39
16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (7,a): [6,1] = 

3 3003
64 5

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎞

; [8,-3] = 
33 13

64
⎛

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
;    [8,5] =

33 3
64 5

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
; [8,-7] = 

33 21
64

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,1] = 

(7,b): [6,1] = 
93

16 5
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,-3] = 
35

16 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ; [6,5] = 
33

16 10
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

13 21
64 5

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
;          [8,-3] = 

13 11
64

⎛
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
  ;   [8,5] = 

429
64 5

⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
; [8,-7] = 

3003
64

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 [8,1] = 

 
 

 ( ) [ ]1 1, : ,i k qτ   These coefficients are listed according to the notation
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Apéndice 4. 

Elementos de matriz reducido no nulos para transiciones electrónicas 

 

ff → . 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 8276

6256

6254

4234

4232

2212

2210

6533117033

1311141033

117033

112233

5233

5314233

3733

reT

reT

reT

reT

reT

reT

reT

=

−=

−=

=

=

−=

−=
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